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Cuvant inainte la editia a
II-a

Aceasta a II-a editie, In acelasi an, este mult agteptata de noua generatie
de studenti din anul I. Ea aduce completari importante, fiind adaugat §7.2.6.
si capitolul 8.

In plus, s-au corectat unele erori strecurate la prima editie .

Consideram ca in aceasta forma cartea este o sursa mult mai complexa
pentru tinerii care doresc si foloseascd matematica In modelarea stiintei si
tehnicii, in particular a proceselor economice.

Autorii



Capitolul 1

Introducere

7 A corela privelegi, in concordantd cu un model logic sau
matematic dat, constituie idealul final al stiintei”

(Monis R. Cohen)

In acest capitol introductiv vom cauta sa punem in evidenta
importanta cunoasterii matematicii pentru un viitor economist.

1.1 Necesitatea  utilizarii matematicii in
stiintele economice

In prezent sl In viitor este clar pentru oricine ca o simpla observatie
a unui fenomen economic, fara un studiu matematic si statistic aprofundat,
nu mai este satisfacatoare gi nu poate fi acceptata fara urmari dintre cele mai
grave. Folosirea metodelor matematicii in practica economica, de orice nivel,
constituie o preocupare cu efecte benefice in rezolvarea problemelor economice
actuale.

Cel care este interesat de studiul fenomenelor economice trebuie sa aiba
o pregatire interdisciplinara.

Studierea globala a aspectelor calitative si cantitative a unui fenomen
economic necesita un anumit volum de notiuni; concepte si metode mate-
matice care considerate ca un ansamblu dau un aga numit model matematic
atagat fenomenului studiat. Modelarea este un atribut al activitatii umane,
intalnit in procesul de cunoastere a lumii, prin care omul reugeste sa surprinda
esentialul si sa descopere legile dupa care se guverneaza fenomenele naturale,
sociale si psihice.

Utilizarea matematicii in problemele economice, prin utilizarea mode-
lelor matematice, nu este o chestiune simpla. Istoric, ele cocheteaza de mult



timp, dar rezolvarea problemelor ridicate de studiul unui fenomen economic,
numarul mare de date cu care lucreaza si volumul mare de calcule necesare,
pretindea o tehnica de calcul puternica. Aparitia informaticii gi calculatoarelor
rapide au facut sa apard capitole noi In matematica, care sa se preocupe de
modelarea proceselor economice, ca de exemplu cercetarile operationale. Asa
cum sublinia profesorul André Brunet ”cercetarea operationala este pregatirea
stiintifica a deciziilor” ([15]).

In conditiile actuale este necesar ca la orice nivel de decizie sa prelucram
un numar mare de informatii si date care sa permitd un rationament logic in
alegerea variantei celei mai potrivite.

Un alt motiv care pledeaza pentru utilizarea matematicii in studiul pro-
ceselor economice este si dorinta omului de a atinge un anumit optim.

Problema alegerii dintr-o multime de rezultate posibile pe cel optim,
in concordanta cu un anumit scop, este de o importanta majora pentru orice
economist, teoretician sau practician. Notiunea de optim, destul de veche in
gandirea economica legata direct de practica, apare intr-o noua lumina prin
posibilitatile oferite de matematica contemporana.

Daca in trecut continutul optimului economic functiona, cel mai adesea,
dupa principiul ”cu cat mai mult, cu atat mai bine”, in prezent optimul
economic lucreaza dupa principiul ”profit maxim in conditii date”.

Utilizarea calculului diferential si integral in economia politica, incepand
cu sfargitul secolului al XIX-lea si inceputul secolului al XX-lea, era o necesitate.
Asa s-a nascut economia matematica, care, treptat s-a impus in cercetarile
economice.

In conformitate cu aceste preocupari, in economia matematica s-a creat
conceptul de ”optim paretian”, introdus de Vilfredo Pareto. S-au creat noi
metode precise de optimizare a activitatii economice, apelandu-se la ramurile
existente in matematica, dar gi cerand imperios gasirea de noi concepte ma-
tematice, care sa permita gasirea solutiilor optime cat mai rapid i cat mai
exact. Asga au aparut metodele de programare matematica in rezolvarea unor
probleme de optimizare a activitatii unor intreprinderi, a unor societati de
comert, turism sau cu preocupari agricole. Problemele puse de practica eco-
nomica stimuleaza continuu descoperirea de noi metode matematice. Fara sa
gresim putem afirma ca existd o conlucrare benefici, atat pentru economisti,
cat si pentru matematicieni.

Legatura concreta dintre matematica si economie se stabileste printr-
o traducere in limbaj matematic a notiunilor si a relatiilor ce intervin in
fenomenele economice, fapt ce se realizeaza prin procesul de modelare matem-
atica. Folosirea limbajului matematic in stiintele economice ofera posibilitatea
formularii necontradictorii a fenomenelor economice gi introducerii rigorii in
studiul lor.



1.2 Modelarea matematico-economica

Aplicarea matematicii in economie are doud directii principale. Prima,
care folosegte metodele matematicii ca instrument menit si sprijine studiul
calitativ al fenomenelor economice si a doua, in care matematica este uti-
lizatd la analiza aspectelor cantitative din practica economicd (planificare,
prognoza, etc.). Utilitatea matematicii ca instrument ajutitor economistului se
evidentiaza in plan: logic, empiric si euristic. Traducand o situatie economica
intr-o problema matematica, 1i putem verifica consistenta, planul empiric si,
in fine, dezvaluirea de relatii noi. insé, o astfel de metoda de lucru impune
precizarea conceptului de model.

Esenta metodei modelarii consta in inlocuirea obiectului sau fenomenului
real care ne intereseaza cu un alt obiect sau fenomen, mai convenabil pentru
cercetare. Dupéa o astfel de substituire nu se mai studiazd obiectul primar
ci modelul, iar apoi rezultatul cercetarilor se extinde asupra obiectului sau
fenomenului initial, cu anumite precautii.

Termenul de model vine de la diminutivul lui modus (mé&sura in limba
latind), care este modulus. In limba germana a devenit model, iar in secolul
al XVI-lea in Franta se folosea deja termenul modele, provenit din italienescul
modello. Acelasi cuvant a dat in limba engleza termenul model. Inci de la
inceput sensul cuvantului model oscila Intre concret i abstract. Se pare ca
primul care a folosit conceptul de model in sensul actual a fost matematicianul
italian Beltrami, in anul 1868, cind a construit un model euclidian pentru o
geometrie neeuclidiana.

In stiinta se intalnesc diferite modele: modelul atomic, modelul cosmo-
logic, modele de cregtere economica etc.

Astazi, metoda modelarii este o metoda generala de cercetare si studiere
a unor procese reale cu ajutorul cercetarii si studierii altor procese, care pot
fi mai apropiate sau mai departate de cele initiale. Modelul trebuie sa reflecte
intr-o cat mai mare masura proprietatile originalului care sunt legate de scopul
cercetarii. Atragem insi atentia ca modelul nu este la fel cu originalul.

Modelele ne servesc in viata de toate zilele, in stiinta, In invatamant,
industrie, proiectare, arta, etc. Multe din modele, cum ar fi hartile mulajele,
machetele, desenele etc., constituie o reproducere materiala a unor aspecte ale
originalului cercetat. Asemenea modele materiale au posibilitati limitate,
multe din ele servind mai mult intelegerii i mai putin cunoagterii originalelor.
Pentru cunoasterea stiintifica s-a trecut la modele simbolice, care sunt mo-
dele matematice. Utilizarea limbajului matematic in descrierea unor mo-
dele, permit acestora sa aiba un inalt grad de abstractizare si de generalizare,
unul si acelasi model (ecuatie, functie, sistem, etc.) poate descrie cu mult succes
obiecte sau situatii total diferite. Intr-un model matematic se folosesc pentru
descriere numai mijloace matematice gi logice, ceea ce conduce la inlaturarea
tratarilor subiective. In plus reprezentirile matematice nu sunt ingradite de



limite materiale gi nici de traducerea dintr-o disciplina in alta.

In elaborarea unui model matematic atagat unui proces trebuiesc res-

pectate etapele:

1.

cizie.

Obtinerea modelului descriptiv al procesului, care are subetapele:

1.1. formularea problemei propuse;

1.2. analiza structurii informationale a fenomenului abordat;

1.3. discutarea criteriilor posibile care reflectd obiectivele urmarite;
1.4. stabilirea factorilor esentiali si factorilor secundari;

Formularea matematica a modelului descriptiv, etapa in care se ela-
boreaza modelul matematic;

Studierea (cercetarea) modelului, adicd rezolvarea practica a problemei
pe model. Astazi, in aceasta etapa de mare folos este calculatorul.

Modelul realizat si testat trebuie sa reflecteze originalul cu destula pre-
S-ar putea ca modelul sa fie bine construit dar sa nu dea rezultate sa-

tisfacatoare. El trebuie imbunatatit sau abandonat.

Fidelitatea unui model se poate realiza nu numai avand grija sa nu pier-

dem din vedere anumite aspecte ale fenomenului studiat, ci si prin aparatul
matematic folosit.

Fidelitatea fata de original creste odata cu perfectionarea aparatului

matematic utilizat. In functie de aparatul matematic folosit au aparut modele
foarte variate, uneori chiar pentru aceeagi problema.

Dupa modelul matematic utilizat se poate da urmétoarea clasificare a

modelelor:

1) modele aritmetice (utilizate pana in secolul al XVIII-lea)- folosesc
numai concepte aritmetice;

2) modele bazate pe analiza matematica (utilizate incepand cu secolul
al XVIII-lea)- folosesc concepte de analizd matematici;

3) modele liniare — utilizeaza concepte de algebra liniard (de exemplu,
programarea liniard);

4) modele de joc — care iau in considerare gi variabile necontrolabile;

5) modele de optimizare — urmiresc optimizarea unei functii (numita
functia obiectiv) supusa unor restrictii;

6) modele neliniare — utilizeaza restrictii de optim sau functii obiectiv

neliniare;
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7) modele diferentiale — care descriu prin ecuatii diferentiale fenomenul
(de exemplu, modelul care descrie variatia productiei);

8) modele de tip catrastofic — utilizate de studiul fenomenelor cu variatii
bruste;

9) modele deterministe — marimile care intervin sunt perfect determinate;
10) modele stohastice — marimile care intervin sunt aleatorii;

11) modele de tip statistico-matematice — méarimile care intervin sunt
date statistic;

12) modele vagi — marimile care intervin nu sunt date cu precizie, ci doar
vag;

13) modele discrete — marimile care intervin variaza discret;
14) modele continue — marimile care intervin variaza continuu.

Cu toata diversitatea conceptelor si rezultatelor matematice, exista nu-
meroase fenomene economice pentru care nu s-au elaborat modele pe deplin
satisfacatoare.

1.3 Cateva exemple de modele matematico—
economice

In acest paragraf prezentam cateva din cele mai cunoscute modele
matematico—economice.

1.3.1 Optimizarea productiei unei intreprinderi

Sa consideram o Intreprindere care isi desfagoara activitatea de productie
in urmatoarele conditii:

i) in intreprindere se desfagoard n activitati A;, i = 1, n;

ii) exista m factori disponibili F}, j =1, m;

iii) se cunosc coeficientii tehnici de utilizare a celor m factori in cele n ac-
tivitagi.

Vom incerca sa obtinem descrierea matematica a activitatii de productie.
Pentru realizarea modelarii acestui program de productie sa notam cu
x; nivelul activitatii A;, i = 1,n, si cu b; volumul (cantitatea) disponibil de
factorul Fj, j = 1,m si a;; factorul de proportionalitate al consumului F;

11



pentru activitatea A;.
Acum putem scrie restrictiile:

1121 + 1222 + ...+ a1pTn < by
a21%1 + A22%2 + ... + A2y < by

(1.1)

Am1T1 + G222 + ... + AmpTn S bm

Restrictiile (1.1) reprezinta conditiile in care intreprinderea poate s~
si desfagoare activitatea. FEle se pot scrie gi sub forma matriciala. In

acest scop facem notatiilee A = (a;;) — matricea coeficientilor tehnici;
xr = Y(z1,22,...,2,) (t — transpus) — vectorul coloand al nivelului productiei;
Cy,Cs,...,C, — vectorii coloana din matricea A; Cy — vectorul coloana al vol-

umelor disponibile. Acum conditiile (1.1) se pot scrie sub forma
Clxl + CQI’Q + ...+ Cnfﬂn S C()

sau
Az S Co.

Pana aici am urmarit descrierea tehnologiei productiei. Dar orice proces
de productie mai urmaresgte si o motivatie economica, de exemplu sa se
realizeze o eficientd maxima. Un astfel de criteriu de eficientd este dat de
maximizarea profitului. Practic, finalul acestui proces este optimizarea unei
anumite functii, care de fapt realizeazd optimizarea functionarii unui proces
economic.

1.3.2 Modele de gospodarire

Orice firma doreste fie si-si maximizeze veniturile, fie sa-gi minimizeze
cheltuielile, iar consumatorii sa-gi distribuie salariile aga incat sa-si satisfaca
la maximum nevoile vietii. De fapt, orice situatie de gospodarire impune o
repartizare optima a unor resurse disponibile limitate Intre diferite activitati
care se desfagoara pentru realizarea unui anumit scop.

Acest tip de procese economice poartd numele de probleme de gos-
podarire.

Un model pentru o problema de gospodarire se compune din doua parti:
prima referitoare la restrictii i o a doua care descrie criteriul sau obiectivul
activititii de derulat. Intr-un astfel de model se cere gasirea valorilor unor
variabile x1,9,...,x, pentru care o functie f(x1,x2,...,x,) este optima si
care sunt supuse unor restrictii de forma:

Fl(.’El,CL'Q,. ,xn) S 0,
F2(£17"I:27‘ Jmn)g()?
Frn(mlaan 7xn) < 07
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unde semnul ”<” poate fi gi 7 >".

Cum orice model de gospodiarire are menirea de a stabili un program
de actiune, el a capatat denumirea de model de programare. Domeniile de
aplicare a modelelor de programare se referda la un numar mare de probleme
de planificare din industrie, transporturi, agricultura, s.a. Unele din ele au o
foarte mare circulatie si numeroase aplicatii fapt ce le-au facut celebre. Dam
un astfel de exemplu in subparagraful urmaétor.

1.3.3 Problema dietei (nutritiei)

Una dintre problemele celebre de gospodarire este problema alimentarii
cat mai ieftine gi realizarea unor cerinte de alimentatie conform unui scop pro-
pus.

O alimentatie se considera buna daca se ofera anumite substante in can-
titati minimale precizate. Evident ca aceste substante se gasesc in diferite
alimente cu preturi cunoscute. Se cere sa se stabileasca o dieta (ratie) care sa
fie corespunzatoare si totodata cat mai ieftina. Substantele care intra intr-o
dietd se numesc substante nutritive sau principii nutritive.

Vom obtine, in continuare, modelul matematico-economic pentru prob-
lema dietei. Fie Sp,S59,...,S,, substantele nutritive care trebuie sa intre in
compunerea dietei In cantitatile minimale by, bs, ..., by, si Ay, Ag, ..., A, al-
imentele de care dispunem cu pretul corespunzator pe unitate ci,ca,...,Cp.
Not&dm cu a;; numérul de unitdti din substanta S;, i = 1,m, se gisesc Intr-o
unitate din alimentul A;, j = 1,n. Se cere sa se afle z1, 22, ..., z, numarul de
unitati din alimentele A1, Ao, ..., A, asa incat sa se obtind o ratie acceptabila
la un pret cat de mic. De obicei datele problemei se prezinta intr-un tabel de
forma:

. Minim
Alimente
Ay Ay | ..o A5 | o] Ay necesar
Substanta .
din Sl
Sl al a1 ‘e Qa1j . QA1n bl
Sl' a;1 a;2 e Qi . Ain bl
S A1 | Gm2 | - | Gmj | -+ | Gmn b
Pret, alimente c1 Co ... cj ... Cn
Unitati de consum T To | o R R

Cantitatea din substanta S; care se realizeaza este a;1x1 + a;0x2 + ...+
GinTn, care din cerinta problemei trebuie sa fie > b;, i = 1, m. Ajungem astfel
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la conditiile (restrictiile):

1121 + 1222 + ...+ A1pTn > by
>
(12) a21T1 + G222 + + G2n%Tn > bo

Am1T1 + GmaXa + ...+ QynTn > by,
Natura datelor cu care lucram impun si conditiile de nenegativitate:
(1.3) x1 > 0,20 >0,...,2, > 0.
Functia obiectiv care exprima costul unei ratii este data de:
(1.4) f=cxi+caxs+ ...+ cpxy.

Problema dietei cere sa determindm z1,xs,...,T, asa incat f sa fie
minima. O astfel de dietd se numeste optima. Orice dieta care satisface
restrictiile (1.2) si (1.3) se numeste admisibila.

Modelul dietei poate fi folosit i in alte situatii, ca de exemplu: prob-
lema furajarii rationale (in zootehnie), chestiunea amestecului optim (in ames-
tecuri de benzina sau uleiuri auto, in realizarea unor sortimente de bauturi sau
inghetatd), s.a.

Pentru alte modele matematico-economice se pot consulta lucrarile [14],
9], [17.

1.4 Probleme

1. O intreprindere dispune de m resurse Ry, Rs,...,R,;. Notam cu
b1, b2, ..., by, numdrul de unitati disponibile din resursele Ry, Ra, ..., Ry, res-
pectiv. In procesul de productie se realizeaza produsele finite Py, Ps, ..., P,.

Cunoscandu-se consumurile a;; din resurse R;, ¢ = 1, m pentru o unitate finita
din produsul P;, j = 1,n precum si valoarea castigurilor pe unitate realizate
prin valorificarea produselor finite pe care le notam cu ¢y, co,...,c,, se cere:
cat trebuie realizat din fiecare produs ca in limita resurselor disponibile sa se
obtind o productie care si aducd un beneficiu maxim (problema sortimen-
tului optim).

Sa se scrie modelul matematico-economic pentru aceasta problema eco-
nomica.

2. O marfi (produs) se afla in depozitele Dy, Da, ..., D, cu capacitatile
di,da, ..., dn, sitrebuie transportata toata la centrele de consum Cq,Cs, ..., C,
cu capacitatile ¢q,co,...,¢,. Cunoscand costul transportului pe unitate de
marfd D;, i = 1,m, la C;, j = 1,n notat cu ¢;j, se cere sa se faca o astfel de
repartitie a marfii incat costul total al transportului s fie minim (problema

14



transporturilor).

Sa se scrie modelul matematico-economic pentru problema transportu-
rilor.

3. La un birou sunt de rezolvat m sarcini Si,Ss,...,.S5,,. Acestea pot
fi solutionate de n functionari I, Fy, ..., F,. Avem conditia potrivit careia
fiecare sarcind va fi efectuatd (datd spre rezolvare) doar unui functionar si
fiecare functionar sa nu primeascd decadt o sarcind. De asemenea, se mai
cunoagte ca afectarea sarcinii S; functionarului F; conduce la rentabilitatea
Tigs 1= l,m, j = l,n.

Se cere sa se faca o astfel de afectare a sarcinilor aga incat rentabilitatea
totald sa fie maxima (problema afectarii).

Sa se scrie modelul matematico-economic pentru aceasta problema.
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Capitolul 2

Notiuni preliminare

”Repetitio est mater studiorum. (Repetitia este mama invdtdaturii).

Acest capitol este dedicat unor notiuni si teorii matematice care in
mare parte au fost studiate la liceu, fiind insd completate cu chestiuni noi,
deseori utile in studierea problemelor economice.

2.1 Elemente de logica matematica

Logica matematica studiaza procesele de rationament utilizand mijloace
matematice. De obicei rationamentele se fac cu propozitii (afirmatii) de natura
absolut arbitrara, despre care nu presupunem altceva decat ca fiecare din ele
este sau adevarata, sau falsa.

De exemplu, astfel de propozitii sunt: "ninge”; ”scriu pe caiet”; ”calul
este animal”; 76 este numar par”; "acest produs este defect”; "mediatoarele
unui triunghi sunt concurente”; 72 divide pe 12 gi 3 divide pe 127, etc.

Notam propozitiile la care ne referim cu litere mici: p,q,7,...,z,y,2,...,
eventual utilizam si indici. Vom nota cu 1 sau a faptul ca o propozitie are va-
loarea de ”adevarat”, iar cu 0 sau f faptul ca ea are valoarea de ”fals”.

Propozitiile se mai numesc si variabile logice sau propozitii elemen-
tare. Pornind de la aceste propozitii, cu ajutorul aga-numitilor functori logici
sau conectivi logici, se pot obtine propozitii noi, numite propozitii (for-
mule) compuse. Cele mai importante conective logice sunt: "non” ("nu”);
7gi”; "sau”; "daca ... atunci”; "daca si numai dacid”. Acum, sa vedem cum se
definesc propozitiile compuse cu ajutorul acestor functori.

Definitia 2.1.1 Negatia unei propozitii p este propozitia "non p”, care se
noteazd, de asemenea, cu —p sau p. Aceastd propozitie este falsa daca p este
adevdratd si adevdaratda cand p este falsa.
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Definitia 2.1.2 Conjuctia propozititlor p si q este propozitia "p si q”, care
se noteaza, de asemenea, cu p A q sau p&q sau pq. Aceastd propozitie este
adevdratd cand ambele propozitii p, q sunt adevarate, si este falsd in restul
cazurilor.

Definitia 2.1.3 Disjunctia propozitiilor p, q este propozitia "p sau q”, care se
noteazd, de asemenea, cu "pV q”. Aceastd propozitie este falsa, cand ambele
propozitii p, q sunt false, si este adevaratd in celelalte situatii.

Definitia 2.1.4 Implicatia propozitiilor p, q este propozitie "dacd p, atunci
q”, care se noteazd gi prin p = q. Aceasta propozitie este falsd numai dacd p
este adevdrata si q este falsa, in celelalte cazuri ea este adevaratd.

Definitia 2.1.5 FEchivalenta propozitiilor p, q este propozitie ”p daca si numai
dacd q”, care se noteazd $i prin p < q. Aceastd propozitie este adevaratd daca
p st q sunt simultan adevarate sau simultan false, in celelalte cazuri propozitia
este falsd.

Definitiile 2.1.1 — 2.1.5 pot fi date condensat ca in Tabela 1, reprezentand
valorile noilor propozitii in functie de valorile de adevar a propozitiilor
initiale. Aceste reprezentari se numesc tabelele de adevar corespunzatoare
propozitiilor compuse.

[k
— o3l

q

=
1
1
0
1

&
1
0
0
1

Tabela 1

Folosind propozitiile obtinute cu ajutorul conectivelor logice si paran-
tezelor putem forma noi propozitii (formale) compuse, cum ar fi: (pV q) Ar.
(pVaVP) APV AT), VG ApA (qVT), etc. In cazul unor astfel de
propozitii se aplicd urmatoarele reguli:

1. expresiile inscrise in paranteze se vor evalua din interior spre exterior;
2. in cazul suprimarii unor paranteze, atunci se evalueaza in urmatoarea

ordine: negatie; conjunctie si disjunctie; implicatia si echivalenta.
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Valorile unei propozitii compuse se pot afla cu ajutorul tabelelor de
adevar.

Definitia 2.1.6 O formula logica se numeste tautologie sau identitate daca
este adevarata pentru toate valorile logice date propozitiilor variabile care apar
in scrierea sa.

Definitia 2.1.7 O formula logica se numeste contradictie, daca este falsa
pentru toate valorile logice ale propozitiilor care apar in scrierea sa.

Definitia 2.1.8 O formula logica se numeste realizabila daca exista cel putin
un sistem de valori logice ale propozitiilor variabile care apar in scrierea sa asa
incat aceastd formula sa fie adevarata.

Problema decidabilitatii consta in a stabili daca o formula logica este
tautologie, contradictie sau realizabila.

Cea mai simpla metoda de rezolvare a problemei decidabilitatii este
metoda tabelelor de adevar.
Exemplul 2.1.1. Sa cercetam natura formulei logice

flp,a)=({@Vaq e BAY.

Avem tabela de adevar

plalp|lalpva|prg] flp.g
010|111 0 1 0
0O(1|11]0 1 0 0
1/]0(0]1 1 0 0
1111010 1 0 0

de unde rezulta ca formula logica data este o contradictie.
Exemplul 2.2.2. Sa cercetam natura formulei

f(p,a) =pA(pVaq) < p

Avem tabela de adevar

plalpValpAVvae | flp.q)
0/0] 0 0 1
0l1] 1 0 1
110 1 1 1
101] 1 1 1

de unde deducem ca formula data este o tautologie.

Teorema 2.1.1 Oricare ar fi propozitiile p, q, r urmdtoarele formule logice
sunt tautologii:
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PAp=Dp
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(PAQ AT DPA(GAT)
(PAaq)

(rVaq)
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pVT)

qVvr) < Vv (
)= A
PAQ) & p
pVgq) &p
pep

pPVqg<=pANq

16. D

17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.

p=(g=r))<((pAqg) =)
p=gANpp=>r)ep=qgAr

peqe((p=>9N(g=Dp)
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Demonstratia Teoremei 2.1.1 se face usor folosind metoda tabelelor de

adevar.
Comentarii. 1. Proprietatea 1) din Teorema 2.1.1 se numeste principiul
identitatii. Proprietétile 2) gi 3) poartd numele de idempotenta disjunctiei,
respectiv conjunctiei, iar 4) si 5) se numesc comutativitatea disjunctiei, res-
pectiv conjunctiei. Formulele 6) si 7) stabilesc proprietatea de asociativi-
tate a disjunctiei, respectiv conjunctiei, iar 8) si 9) redau distributivitatea
conjunctiei fatd de disjunctie si a disjunctiei fatd de conjunctie. Formulele 10)
gi 11) poarta numele de legile de absorbtie, iar 13) si 14) se numesc legile lui
De Morgan. Formula 15) ne aratd ci una din propozitiile p sau P este cu ne-
cesitate adevarata gi de aceea se numeste principiul tertului exclus, iar 16)
ne aratd ca o propozitie p si negatia ei nu pot fi simultan adevarate, purtand
numele de principiul contradictiei.

Formula 20) poartd numele de legea contrapozitiei. Ea std la baza
demonstrarii prin reducere la absurd.

2. In propozitia compusi "p = ¢”, p se numeste premisi (ipotezd), ¢
concluzie, iar enuntul "p = ¢” teorema. Propozitia ”q = p” poarta numele
de reciproca teoremei "p = ¢”. Legea logica 20) din teorema 2.1.1 afirma ca
teorema directa este echivalenta cu contrara reciprocei.

In propozitia "p = ¢” se mai spune ca p este conditia suficientd pentru
q, iar q este conditie necesara pentru p.

3. Partea din logica matematica care se ocupa cu studiul propozitiilor
determinate ca mai sus se numegte logica propozitiilor sau calculul
propozitiilor.

Logica propozitiilor se aplica In domeniul economic in probleme de con-
ducerea sistemelor economice (v.[18]).

In logica matematica apar si propozitii nedeterminate, care depind de
o variabila sau mai multe. De exemplu: ”x este om”; ”x este mama lui y”;
722 + 9% = 1, z, y numere reale”; "z2 + y2 = 22, x, y, z numere intregi”.
Cand Inlocuim variabilele cu elemente concrete, propozitia respectiva se trans-
forma intr-o propozitie bine determinata, de tipul celor studiate mai sus, si care
poate fi adevarata sau falsd. Pentru exemplele considerate avem: ”Eminescu
este om”; 712 + 02 =17; 712 + 22 = 127; "32 442 = 527; 732 4+ 52 = 62”; etc.

Aceste propozitii mai generale (nedeterminate) se numesc functii
propozitionale. Pentru fiecare sistem de valori atribuite variabilelor unei
functii propozitionale 1i corespunde o propozitie determinata din logica
propozitiilor. Functiile propozitionale mai sunt numite si predicate. Un predi-
cat de forma p(z1,xa,...,x,), n = 1,2,... se numeste n—ar. Partea din logica
matematicd care se ocupa cu studiul functiilor propozitionale poarta numele
de logica predicatelor sau calculul predicatelor.

Variabilele unui predicat pot fi supuse unui proces de cuantificare uti-
lizand cuantificatorii V — oricare (universal) si 3 — exista (existential). Scrierea
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(V) p(x,y, ) se citegte "oricare ar fi z, p(x,y, 2)”, iar (Jy) p(x,y, z) se citeste
"exista y, p(x,y,z)”. Dacd variabila unui predicat este insotitd de un cuan-
tificator, atunci se spune ca este legata, iar, in caz contrar, se spune ca este
libera.

Teorema 2.1.2 Sunt adevirate urmdtoarele proprietdi:
1. (Vz)p(z) & (3z)p(x);

2. (32)p(z) & (Va)p

3. ( ) = (3z)p

4. (Vz)(Vy)p(2,y,) < (Vy)(V2)p(2,y);

5. ( p(x,y) < (Fy)(Fz)p(z, y);

6. (3z)(Yy)p(z,y) = (Vy)(Fz)p(z,y).

Demonstratie. Echivalentd 1) expriméd adevarul evident; afirmatia ”cd nu
orice element x satisface p(x)” este adevarata daca si numai daca exista un ele-
ment z care satisface p(z). 2) rezultd din 1) inlocuind p(x) cu p(z). Propozitiile
3)-5) se justifica imediat.

Pentru a justifica 6) s& consideram zp un element astfel incat
(Vy)p(zo,y). Inseamnd ca (Vy)p(z,y) are loc sigur pentru xzo. Reciproca
implicatiei 6) nu este adevaratd. De exemplu, sd considerdam predicatul
p(z,y) definit prin "z + y = 0, =, y numere intregi”. Atunci propozitia
"(Vy)(3z) * + y = 07 este adevdratd (ea ne spune cd orice numar intreg y
are un opus la adunare) in timp ce propozitia ” (3z)(Vy)x + y = 0 este falsa
deoarece nu exista un numar x care adunat cu orice numar y sa dea 0”.
Comentariu. Calculul predicatelor are un rol Insemnat in realizarea
rationamentelor matematice corecte.

(x);
(x);

2.2 Elemente de teoria multimilor

Notiunea de multime este considerata ca o notiune primara.

Intuitiv, dupa Georg Cantor — creatorul teoriei multimilor, o multime
este "o colectie de obiecte (elementele multimii) de naturd oarecare, bine de-
terminate gi distincte”. In general, notam multimile cu litere mari, iar ele-
mentele cu litere mici. Daca A este o multime si ¢ un element al lui A, vom
scrie ¢ € A gi vom citi "a apartine lui A”. Semnul ”€” este semnul relatiei
de apartenenta. Relatia de apartenentd este un predicat binar. Negatia
propozitiei a € A o vom scrie a € A si vom citi: ”a nu apartine multimii A”.

Definitia 2.2.1 Spunem cd mulfimile A i B sunt egale, scriind A = B, dacd
ele sunt formate din aceleasi elemente.
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Propozitia 2.2.1 Relatia de egalitate a multimilor are proprietatile:
1. este reflexiva, adica A = A, pentru orice mulfime A;
2. este simetricd, adicai A = B = B = A, oricare ar fi mulfimile A si B;

3. este tranzitivd, adici A= BN B =C = A = C, oricare ar fi multimile
A, BgiC.

Demonstratia celor trei proprietati se face utilizad Definitia 2.2.1.

O multime se poate da, fie prin enumerarea elementelor sale scrise intre
doud acolade, fie printr-o proprietate caracteristica, cind scriem {z|z are
proprietatea P(z)}.

Definitia 2.2.2 Mulfimea ® = {z|z # z} se numeste multimea vida sau
"mulfimea care nu are nici un element”

Definitia 2.2.3 Spunem cd multimea A este inclusd in multimea B $i scriem
A C B daca oricare element al mulfimii A este un element al mulfimii B.

Semnul ”C” reprezinta semnul relatiei de incluziune.

Daca A C B se mai spune ca A este o submultime a lui B sau ca A
este o parte a lui B. Multimea P(A4) = {X|X C A} se numegte multimea
partilor lui A. Evident ca ® € P(A) si A= P(A).

Propozitia 2.2.2 Relatia de incluziune are proprietatile:
1. reflexivitate, adica A C A, pentru orice mulfime A;

2. antisimetrie, adici A C BAB C A= A= B, oricare ar fi multimile A
si B;

8. tranzitivitate, adica AC BANB CC = A C C, oricare ar fi multimile A
st B.

Demonstratia se face folosind Definitia 2.2.3.

Definitia 2.2.4 Spunem cd multimea A este scrict inclusa in multimea B,
scriem A C B, daca AC B si A # B.

Definitia 2.2.5 Fiind date multimile A si B, numim reuniunea lor, notatd
prin AU B, multimea elementelor ce apartin cel putin uneia din multimile A
sau B.

Se observa ca A U B este predicatul "z € A sau x € B”.

Definitia 2.2.6 Fiind date mulfimile A si B, numim intersectia lor, notatd
prin AN B, mulfimea tuturor elementelor care apartin atdt lui A, cat si lui B.
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Definitia 2.2.7 Fiind date multimile A si B, numim diferenta lor, notatd prin
A — B, multimea tuturor elementelor care apartin lui A si nu aparfin lui B.

Propozitia 2.2.3 Sunt valabile urmatoarele proprietati:

1.

S N T R

10.
11.
12.
13.
1.

AUA = A (idempotenta reuniunii);

AN A=A (idempotenta intersectiei);

AUB = BUA (comutativitatea reuniunii);

AN B = BNA (comutativitatea intersectiei);
AU(BUC) = (AUB)UC (asociativitatea reuniunii);
AN(BNC)=(ANB)NC (asociativitatea intersectiei);

AN(BUC) = (ANB)U(ANCQC) (distribuitivitatea intersectiei fatd de
reuniune);

AU(BNnC) = (AUB)n (AU C) (distributivitatea reuniunii fatd de
intersectie);

AU (AN B) = A (legile absorbtiei);

AN(AUB)=A

ACB,CCD= AUC C BUD (reuniunea este izotona (crescdtoare));
ACB,CCD= ANC C BND (intersectia este izotond (crescdatoare));
A—(BUC)=(A—-B)N(A—-C) (relatiile lui De Morgan);
A-(BNC)=(A-B)U(A-C).

Demonstratiile celor 14 proprietati le lasam in seama cititorului.
Daca A C F, atunci F — A se numeste complementara lui A fata de

E si se noteaza prin Cg(A).

Relatiile 13) si 14) ale lui De Morgan pentru A C E si B C E devin:

CE(A U B) = CE(A) N CE(B)

respectiv

Definitia 2.2.8 Multimile A si B se numesc disjuncte daca AN B = ®.

Definitia 2.2.9 Multimea AAB = (A — B)U (B — A) se numeste diferenta
simetrica a multimilor A si B.
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Se verifica usor ca diferenta simetrica este comutativa, asociativa si ad-
mite multimea vida ® ca element neutru.

Definitia 2.2.10 Se numeste produsul cartezian al multimilor A $i B, no-
tat cu A x B, multimea perechilor ordonate (a,b), unde a € A si b € B.

Notiunea de pereche ordonata o acceptam ca un cuplu de obiecte cu
o ordine fixata intre aceste obiecte, adica vom admite ca

(a,b) = (z,y) ©a=zsib=y.

Intr-o pereche (a,b) elementul a va fi numitd prima componenta, iar ele-
mentul b va fi numitd a doua componenta.
Prin inductie matematicd putem defini notiunea de n—uplu format

din obiectele a1, as,...,a, ca fiind multimea ((a1,as,...,an-1),a,), pe care
o notdm prin (ai,az,...,a,). Tot prin inductie matematicd se aratd ci
(al,ag,...,an) = (bl,bg,...,bn) = a; = bi, 1=1,n.

Propozitia 2.2.4 Produsul cartezian este asociativ, izoton si distributiv fata
de reuniune, intersectie, diferentda si diferenta simetrica.

Demonstratia o lasam in seama cititorului.
Daca Ay, Ag, ..., A, sunt n multimi, n > 2, atunci

Ay x Ay x ... x A, = X Ai:{(al,ag,...,anﬂal€A1,...,an€An}
=1

este produsul cartezian al multimilor Ay, Ao, ..., Ay.
Daca A1 =As=...= A, = A, atunci A x A x ... X A se noteaza prin
—_———
n ori
A™,

Comentarii. 1. Dacd multimea A are n elemente, n € N, atunci submultimile
lui A de k elemente, 0 < k < n se numesc combinari de n obiecte luate
cate k. Numarul combinarilor de n obiecte luate cate k, 0 < k < n, se noteaza

prin simbolul C¥ (sau (7)) si avem

n!
Ch=1q kl(n—k)
0 , daca k > n.

, daca0<k<n

Numaérul tuturor submultimilor multimii A de n elemente, adica numéarul
elementelor lui P(A), este

CO+CL+ ... +CF ... +Cr=2"
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2. Numarul elementelor unei multimi finite se numeste cardinalul lui £
sl se noteazd prin |A| sau card A. Avem |®| =0 si card {z} = 1.
Se verifica formula

|AU B[ = [A] +|B| - [AN B,
iar prin inductie matematica se demonstreaza formula

=3l Y AN Al
=1

n

Ja

i=1 1<i<j<n
n

+ > JANA N A -+ (D) A
1<i<j<k<n i=1

numita si principiul excluderii-includerii.
3. In domeniul economic multimile se utilizeaza in probleme de acoperire
i de numaérare (v [19]).

2.3 Relatii binare

Notiunea de relatie binara sau corespondenta intre doua multimi este
una dintre notiunile fundamentale ale matematicii, cu aplicatii in toate stiintele
teoretice gi practice. In esenta, studiul relatiilor binare revine la precizarea
proprietatilor perechilor de elemente ce se pot forma cu elementele a doua
multimi.

Definitia 2.3.1 Se numeste relafie binard sau corespondenta intre mulfimile A
st B tripletul R = (A, G, B), unde G este o submulfime a produsului cartezian
A Xx B.

Multimea G se numeste graficul relatiei binare, A se numeste domeniul
de definitie sau multimea de pornire, iar B codomeniul seu multimea
de sosire.

Faptul ci pentru elementele x € A si y € B avem (z,y) € G se noteaza
cu xRy si se citeste " este in relatie R cu y”. Faptul ca elementul x nu este
in relatie R cu y se noteazi prin 2Ry. De obicei, o relatie binars se da prin
indicarea multimilor A si B si a unei proprietati caracteristice pentru perechile
de elemente (z,y) care sunt in acea relatie.

Dacd A = B, o relatie binard R = (A4,G, A), cu G C A X A se numeste
relatie binard in multimea A. Faptul ca multimea A este inzestrata cu
relatia R se mai noteaza prin (A4, R).

Exemple. 2.3.1. Relatia de incluziune ”C” in multimea P(A) a partilor
lui A.
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2.3.2. Relatia de ”<” in multimea numerelor reale.

2.3.3. Relatia de ”<” in multimea numerelor reale.

2.3.4. Relatia de paralelism in multimea D a dreptelor din plan.
2.3.5. Relatia de egalitate In multimea numerelor reale.

Observatia 2.3.1 Se pot defini relatii si in produsul cartezian Ay X A X ... X
A,,, numite relatii n-are, n ¢ N, n > 1.

Definitia 2.3.2 O relatie binara R intr-o multime A se numeste reflexiva dacd
pentru orice a € A avem aRa, adica este in relafie cu el insugi.

Relatiile din exemplele 2.3.1, 2.3.2 si 2.3.4 sunt reflexive.

Definitia 2.3.3 O relatie binard R intr-o multime A se numeste simetricd
dacd din faptul cd este verificatd pentru perechea (x,y), x,y € A rezultd cd este
verificatd i pentru perechea (y,x).

Relatiile din exemplele 2.3.4 si 2.3.5 sunt simetrice.

Definitia 2.3.4 O relatie binara R in multimea A se numeste antisimetricd
daca din xRy st yRx rezultd x = y.

Relatiile din exemplele 2.3.1 si 2.3.2 sunt antisimetrice.

Definitia 2.3.5 O relatie binara R in multimea A se numeste tranzitivd dacd
din xRy si yRz rezulta *Rz, oricare ar fi x,y,z € A.

Relatiile din exemplele 2.3.1-2.3.5 sunt tranzitive.

Definitia 2.3.6 O relatie binara R in mulfimea A se numeste relatie de
echivalenta in mulfimea A daca este simultan reflexiva, simetricd si tranzi-
tiva.

Din exemplele considerate relatiile 2.3.4 si 2.3.5 sunt relatii de
echivalenta.

Definitia 2.3.7 Fie R o relatie de echivalentd in mulfimea A si a un element
din A. Submultimea @ a elementelor din A care sunt in relatie R cu a se
numegste clasa de echivalenta a elementului a fata de relatia R. Adica,
avem @ = {x € AlzRa}. Orice element al lui @ se numeste reprezentant al
acestei clase.

Definitia 2.3.8 Multimea tuturor claselor de echivalenta fata de relatia de
echivalenta R in A se numeste multimea factor (cat) a multimii A fata
de relatia R si se noteaza A/R.

Este evident cd A/R C P(A).

26



Definitia 2.3.9 O submultime a lui A care contine cdte un singur element din
fiecare clasa de echivalentd se numeste sistem de reprezentanti.

Propozitia 2.3.1 Fie R o relatie de echivalentd in A. Atunci sunt adevdrate
afirmatiile:

i) a € a, oricare ar fi a € A;
it) a = b dacd si numai dacd aRb;
i11) aNnb=® dacd si numai daci aRb (a nu este in relatie R cu b);

i) A= |_| B.

BeA/R

Demonstratie. i) Din reflexivitatea relatiei R avem xRz, de unde = € Z,
pentru orice x € X. R R
ii) Daca avem a = b, atunci din = € a rezulta = € b, de unde zRa si
xRb. Folosind simetria gi tranzitivitatea relatiei R avem aRb. Invers, daca
aRb, atunci pentru x € @ avem zRa. Din aRb si xRa rezulta zRb, adica
@ C b. Din simetria relatiei R rezulta si b € @, adica b C 4. Prin urmare @ = b.
iii) Presupunem ca an b= ®, cum a # P, b # @, rezultd a # b de unde,
folosind ii) obtinem ca aRb Reciproc, sa presupunem c& aRb. Daca anb #* O,
atunci existd y € a N b. Din relatiille y € a si y € b rezultd ci yRa si yRb, si
cum R este simetrica obtinem ca aRy i yRb, de unde prin tranzivitatea lui R,
deducem aRb, care constituie o contradictie. Prin urmare, trebuie ca anb = .
iv) Pentru orice B € A/R avem B C A si deci U B C A. Invers, fie
BeA/R
a € A un element arbitrar. Din i) rezultd a € @ € A/R, de unde a € U
BEA/R
Prin urmare are loc si incluziunea A C U B, deci si egalitatea din enuntul
BeA/R
propozitiei.

Definitia 2.3.10 Se numeste partifie o unei mulfimi A, o familie de

submulfimi nevide din A, disjuncte doud cdte doud si astfel incat reuniunea
lor sa fie A.

Observatia 2.3.2 Din Propozifia 2.3.1 rezulta ca oricarei relatit de
echivalenta intr-o mulfime A i corespunde o partitie a mulfimii A si reciproc.

Definitia 2.3.11 Relatia binard R in multimea A se numeste de ordine dacd
ea este in acelagi timp reflexiva, antisimetricd si tranzitivd.
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Relatiile din exemplele 2.3.1 si 2.3.2 sunt relatii de ordine.
De obicei, o relatie de ordine se noteaza prin simbolul ”<”. O multime
inzestrata cu o relatie de ordine se numesgte multime ordonata.

Definitia 2.3.12 O relatie de ordine R in mulfimea A se numeste totala daca
oricare a,b € A avem sau aRb sau bRa. In caz contrar ea se numeste relatie
de ordine partiala.

O mulfime inzestratd cu o relatie de ordine totald se numeste total or-
donata, iar daca relatia este de ordine partiala atunci mulfimea se numeste
partial ordonata.

Relatia din exemplul 2.3.2 este totala, iar relatia din exemplul 2.3.1 este
partiala.

Definitia 2.3.13 O relatia binara R in A se numeste de ordine strictd daca
este ireflexivd (din aRb rezultd a # b ) si tranzitivd.

Relatia din exemplul 2.3.3 este o relatie de ordine stricta.

Observatia 2.3.3 Relatiile de ordine joaca un rol important in logica de-
cizionald, cu aplicatii in conducerea sistemelelor (v. [5]).

O alta clasa importanta de relatii binare este cea a aga—numitelor relatii
functionale sau aplicatii.

Definitia 2.3.14 Se numeste functie sau aplicatie a multimii A in mulfimea
B o relatie binara f = (A, F, B) care asociazd fiecdrui element x din A un ele-
ment unic determinat din B.

Mulfimea A se numeste domeniul de definitie al functiei f, B
codomeniul sau multimea in care f ia valori; iar F C A x B graficul
aplicatiei f.

Daca (z,y) € F pentru functia f = (A, F, B), atunci scriem y = f(z),
spunand ca y este imaginea lui x prin aplicatia f sau valoarea functiei f
in elementul z. Pentru o functie, de obicei, se foloseste notatia f : A — B,
f(z) = y.Cand nu se produc confuzii se utilizeazi gi notatia x EN f(z). Cel
mai adesea denumirea unei functii se dd dupd multimile A si B sau dupa
corespondenta f. Astfel, dacid A si B sunt submultimi ale lui R, atunci spunem
ca avem o functie reald. Functia f : R — (0,00), f(z) =a*, a >0, a # 1 se
numeste functie exponentiala.

Daca f : A — B este o functie si M C A, atunci multimea f(M) =
{f(x)lr € M} = {y € B|(F)z € M, f(z) = y} se numegte imaginea multimii
M prin aplicatia f. Dacd M = A, multimea f(A) se mai noteaza si prin Imf
si se numegte imaginea lui f sau multimea valorilor functiei f.

Dacid P C B, multimea f~!(P) = {z € A|f(z) € P} se numeste ima-
ginea inversd (reciproci) sau contraimaginea multimii P prin aplicatie

f
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Definitia 2.3.15 Aplicatiile f : A — B gi g : C' — D sunt egale daca A = C,
B =D gi f(x) = g(x), pentru orice x € A.

Definitia 2.3.16 Aplicafia fy; : M — B se numeste restrictia aplciatiei
f:A— Bla M daca M C A si fp(x) = f(x), pentru orice x € M. In acest
caz functia f se numeste extensiunea (prelungirea) functiei fy; la muliimea
A.

Definitia 2.3.17 Funclia 14 : A — A, 1a(xz) = z, pentru orice x € A, se
numeste functia identica a mulfimii A.

Definitia 2.3.18 Aplicatia f : A — B, f(z) = b, b element fizat din B,s e
numeste functie constanta de valoare b€ B .

Definitia 2.3.19 O functie f : A — B se numeste injectiva dacd oricare ar
fizi, 00 € A, 11 # 22, avem f(x1) # f(x2).

Altfel spus, functia f : A — B este injectivd dacd oricare ar fi x1,x5 € A
cu f(x1) = f(x2) avem x1 = xo, adicd oricare ar fi y € B el are cel mult o
contraimagine x in A. O aplicatie injectiva se mai numeste gi injectie.

Definitia 2.3.20 O functie f : A — B se numeste surjectiva sau “aplicatie
pe” dacd f(A) = B, adicd multimea valorilor lui f este egald cu multimea in
care ia valori.
Cu alte cuvinte, tindnd seama de definitia lui f(A), functia f: A — B
este surjectiva daca orice element y € B are cel pulin o contraimagine x € A.
Aplicatia surjectivd f : A — B se mai numeste si surjectie.

Definitia 2.3.21 O funcie f : A — B se numeste bijectiva dacd ea este in
acelasi timp injectiva si surjectiva.

Altfel spus functia f : A — B este surjectivd dacd orice element y €
B este imaginea unui element si numai unul x din A. O aplicatie bijectiva
f A — B se mai numeste bijectie sau corespondenta biunivoca intre
multimile A si B.

Oricarei functii bijective f : A — B, f(x) = y putem si-i asociem in
mod unic o aplicatie f !, de asemenea, bijectivd numit# functia inverss definita
astfel: f~': B — A, f~!(y) = 2. Functia f~! se numeste inversa lui f.

Definitia 2.3.22 O functie bijectiva f : A — A se numeste permutare sau
substitutie a lui A.

Definitia 2.3.23 Se spune cd doud mulfimi A si B au acecasi putere sau
acelagi cardinal daca exista o functie bijectiva f : A — B.
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O multime A se zice ca este finita daca A = ® sau daca exista un numar
natural n > 0 astfel incat s& aiba aceeasgi putere cu multimea {1,2,...,n}.
Scriem card A = n, iar card ® = 0. In caz contrar spunem ca A este infinita.
Se spune cia A este numarabild daca are aceeagi putere cu multimea N a
numerelor naturale. O multimea A este cel mult numarabild dacé este finita
sau numarabild. O multimea A are puterea continuului dacd are aceeasi
putere cu R.

2.4 Grupuri, inele si corpuri

Definitia 2.4.1 Se numeste lege de compozitie interna sau operatie in-
terna pe mulfimea A o functie definitd pe A X A cu valori in A.

Se observa ca o astfel de aplicatie ¢ : Ax A — A ataseaza fiecarei perechi
ordonate (z,y) de elemente din A un element z = p(z,y) unic determinat din
A. Elementul z se numegte compusul lui z §i cu y. Scriem zpy = z §i citim
"z operat cu y prin operatia ¢ da z”. Pentru operatia ”¢” se folosesc diverse
notatii: 747, 7=" 77 717 7T 7% 70" ete. Faptul cad multimea A este
inzestratd cu operatie internd ”«” se noteazad cu (A, *).

Observatia 2.4.1 Legile de compozitie interne definite in Definitia 2.4.1 se

numesc binare pe A spre deosebire de legile de compozifie interne n—are pe

A, n €N, n>1, care sunt aplicatii ale mulfimii A X Ax ... x A in A.
—_———

n ori

SO0,

Definitia 2.4.2 Fie (A, x) inzestrata cu operatia internd "x”. O submultime
B C A se zice stabild (inchisd) fata de operatia internd "+” definitd pe A,
daca oricare ar fi x,y € B avem x xy € B.

Operatia interna ”*” peste tot definita pe B se mai numeste si operatie
interna indusa de operatia interna ”x” data pe A.

Definitia 2.4.3 O operatie interna "x” definitd pe A se numeste asociativa

dacd (x xy) * z = x * (y * z), pentru orice x,y, z in A.

Definitia 2.4.4 O operatie internd "x” definitd pe A se numeste comutativa

daca x xy =y * x, pentru orice x,y € A.

Definitia 2.4.5 Fie (A,x). Se zice cd un element e € A este neutru pentru
operatia internd "x” dacd x x e = e x x = x, pentru orice v € A.

Propozitia 2.4.1 Daca o operatie internd pe mulfimea A admite element neu-
tru, atunci acesta este unic.
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Demonstratie. Sa presupunem ci pentru operatia interna ”+” definita pe A
ar exista doud elemente neutre e gi f. Cum e este neutru, putem scrie fxe = f.
Deoarece gi f este neutru, avem f x e = e. Comparand, rezulta e = f, adica
elementul neutru este unic cand exista.

Observatia 2.4.2 Dacd operatia internd este de tip aditiv (adunare), atunci
elementul neutru se noteaza cu 0 si se numeste “zero” sau ”element nul”. Daca
operatie internd este notatd multiplicativ, atunci elementul neutru se numeste
element unitate si se noteazda cel mai adesea cu 1.

Definitia 2.4.6 Fie e elementul neutru pentru operatia interna ”"x” definita
pe A. Se spune cd elementul a € A are un element simetric b € A, fata de
operatia internda "x”, dacd a *xb=bxa = e.

Se observa iemdiat ca daca b este simetricul lui a atunci si a este sime-
tricul lui . Daca a are un simetric, se zice ca a este simetrizabil.

”,

Propozitia 2.4.2 Dacad o operatie internd
orice element din A are cel mult un simetric.

x” pe A este asociativa, atunci

Demonstratie. Dacd a € A ar avea doud elemente simetrice b si ¢, atunci
b=bxe=bx(axc)=(bxa)*c=ex*xc=c, ceea ce trebuie demonstrat.

Observatia 2.4.3 Daca operatia internd este notata aditiv, atunci simetricul
unui element a se numeste opusul lui a si se noteazd cu —a. Dacd operatia
internd este de tip multiplicativ, simetricul unui element a se numeste inversul
lui a si se noteazd cu a™".

Definitia 2.4.7 Fie (A,x) ¢i (B,o) doud multimi inzestrate respectiv cu
operatiile interne "x” gi o. O functie f : A — B se numeste morfism sau
homomorfism pentru operatiile "x” si 7o” daca oricare ar fi x,y € A avem
flzxy) = f(x)o f(y) (conditia de pastrare a operatiilor).

Daca f este bijectiva, atunci, se spune cd avem un izomorfism, iar
despre multimile (A, ) i (B,0) se zice cd sunt izomorfe. Faptul cd (A, *) si
(B, o) sunt izomorfe se noteazd prin (A,*) ~ (B,o0).

Daca A = B, atunci un morfism f: A — A se numeste endomorfism,
iar un izomorfism se numeste automorfism.

Definitia 2.4.8 O multime (M, *), inzestratd cu operatia internd asociativd §i
cu element neutru, se numeste monoid.

Daca, in plus, operatia internd este comutativa, monoidul se numeste
comutativ sau abelian.

Definitia 2.4.9 Se numeste grup o multime nevida G inzestrata cu o operatie
internd "x”, care verifica conditiile:
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1. (G, %) este monoid;
2. orice element din G este simetrizabil.

Daca, in plus, (G, *) este monoid comutativ, atunci se spune cd G(, )
este un grup comutativ sau abelian.

Definitia 2.4.10 O submultime H a grupului (G, *) se numeste subgrup al
lui G daca (H, *) este grup.

Propozitia 2.4.3 Conditia necesara si suficienta ca submulfimea H a lui
(G, %) sa fie subgrup al lui G este ca:

1. xxy € H, pentru orice x,y € H;

2. pentru orice v € H simetricul ¥’ al lui x este din H.

Demonstratie. Necesitatea. Dacda H ste subgrup al lui H, atunci din
definitia grupului rezulta ca trebuie sa fie indeplinite conditiile 1) si 2).

Suficienta. Presupunem ca sunt indeplinite conditiile 1) si 2). Atunci
din 1) rezulta c& operatia ”*” este internd pe H. Ea este asociativa deoarece
este asociativa in (G, x). Din conditia 2) rezultd ca orice z € H are un simetric
' € H. Dacd in 1) punem y = o’ avem cd x 2’ = e € H. Fiind verificata
definitia grupului rezultd cd (Hx*) este un subgrup al lui (G, *).

Observatia 2.4.4 Daca transpunem notiunile de morfism si izomorfism la
doua grupuri, atunci obfinem morfisme de grupuri i izomorfisme de
grupuri.

Definitia 2.4.11 Fie (A, o,x) inzestratd cu doud operatii interne "o” i

Spunem ca operatia "o” este distributiva fa{a de operatia "x” daca

Ny

*

xo(yxz)=(zoy)x(xoz) ¢ (yxz)ox=(yox)x*(z0x)
pentru orice x,y,z din A.

Cele doua conditii exprima distributivitatea operatiei ”o” fata de
operatia *”, respectiv la stdnga si la dreapta. Daca operatia ”o” este comu-
tativa, atunci distributivitatea la stanga este echivalenta cu cea la dreapta.

Definitia 2.4.12 O mulfime (I,%,0), inzestratd cu doud operafii interne, se
numeste inel daca sunt indeplinite conditiile:

1. (I,%) este grup abelian,

2. (I,0) este monoid cu element neutru;
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3. operatia "o” este distributiva fata de operatia “x”.

Pentru a nu complica scrierea, atunci cand este posibil, vom folosi
notatiile "+” si 7-” pentru "*” si respectiv "o”. Convenim sid scriem xy in
loc de z -y, pentru x,y € I.

Daci operatia ”o” este comutativa, atunci inelul (7, , o) se numegte inel
comutativ.

Definitia 2.4.13 O multime (K, *,0), #nzestratd cu doud operafii interne, se
numeste corp dacd sunt indeplinite conditiile:

1. (I,%,0) este inel;
2. orice element diferit de elementul neutru fata de ”+”

de operatia “o”.

este simetrizabil fata

Daca operatia ”0” este comutativa, atunci corpul (K, *,0) se numeste
) T
corp comutativ sau cémp

Observatia 2.4.5 Morfismul si izomorfismul de inele, respectiv corpuri se
obtine din Definitia 2.4.7, extinzand conditia de pastrare a operatiilor la ambele
operatii din inele, respectiv corpuri.

2.5 Probleme
1. Aritati c:
L pv(PArg ©pVg
2. (pA(pVr)A(gVr) & (PAQV (PAT);
3. (evaAlpVr)A(gVs)A(rVs)) < ((pAs)V(gAr)).

2. Pentru ce valori ale propozitiilor x,y, z formulele logice de mai jos
sunt adevarate? Dar false?

—

((@vy) vz = ((zVy) AV e2));
2. (xVy) = (TAy)V(xAY));

vy A(lyv2)A(zVe) = (@ Ay) Az).

w

3. Stiind ca A, B, C' sunt submultimi ale multimii 7" calculati expresiile:
1. AN BN A,
2. ANBNA;
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(ANT)N B;
AUBU®;

AN (AUB);
(ANB)U (AU B);
AN(AUBUOQ);
(AUB)N(AuC)N (AUC);

® N o o s W

9. (AUB)U(ANC);

10. (AUB)N(BUC)N (CUA);

11. AUBNCUA.

4. Ce se poate afirma despre multimile Ay, Ao, ..., Asggy daca
Ay C Ay CA3C ... C Ao C A7

5. Un sondaj asupra cititorilor a trei reviste intr-o populatie P destul de
largs furnizeaza rezultatele urmatoare: 60% din indivizii lui P citesc revista a;
50% din indivizii lui P citesc revista b; 50% citesc c; 20% citesc b si ¢; 50% citesc
a si ¢; 30% citesc a si b si 10% citesc toate cele trei reviste. Daci populatia P
are 1000 de indivizi, atunci cati indivizi citesc exact doua reviste? Cati din ei
nu citesc nici o revista?

6. Sa se demonstreze ci, pentru orice numéar natural n, n > 2, si oricare
n multimi Ay, Ao, ..., A,, are loc egalitatea

n
1=

A= (A — Ay) U (As — A3) U ... U (Aney — An) U (A — A7) U (ﬁAz)
1 i=1

n
Aratati ca pentru n = 2 gi n = 3 multimile in care se descompune U A;
i=1
sunt disjuncte. Ce se intampla pentru n > 47
7. Sa se arate ca daca C # &, atunci din

AxCCBxC rezulta ACB.

8. Fie A(z,y) si B(u,v) puncte din planul zOy. Punctele A si B sunt
in relatia ”"~” daca si numai dacd ry = wv. Aratati ca "~ este o relatie de
echivalenta si precizati clasele de echivalenta.

9. Fie f : A — B o aplicatie. Elementul x,y € A sunt in relatie R daca
f(z) = f(y). Ardtati c& R este o relatie de echivalentd pe A.

34



10. Aratati cd in multimea sportivilor ”a alerga cu aceeasi viteza” de-
finegte o relatie de echivalenta.

11. Aratati cd in multimea oamenilor ”a avea aceeasi grupa sanguina”
definegte o relatie de echivalenta.

12. Pe multimea N a numerelor naturale definim relatia: "z, y € N sunt
in relatia =" daca x ¢i y sunt simultan pare sau impare”. Aratati ca relatia
”=" este de echivalenta gi precizati clasele de echivalenta.

13. Pe multimea H a halterofililor definiti o relatie de echivalenta care
sa-i Imparta pe categorii.

14. Fie [l1,12),[l2,13), ..., [ln, ln+1) 0 multime de intervale cu
lh <lp < ... <l, < lpy1. Pe intervalul [l1,l,,41) definim relatia binara
"~ prin xyy € [l1,lp41). x ~ y dacd existd i € {1,2,...,n} asa Incat

T,y € [ll, li+1).

Aratati ca "~" este o relatie de echivalentd. Precizati clasele de
echivalenta. Aceasta relatie de echivalenta se intalneste in masuratorile sta-
tistice.

15. Fie Ay, As, ..., A, multimea localitatilor din Roméania. Pe multimea
L a locuitorilor Romaéniei definim relatia binara: x,y € L, z ~ y, daca = §i y
locuiesc in aceeasi localitate.

Aratati ca "~” este o relatie de echivalenta si precizati clasele de
echivalenta.

16. Pe multimea numerelor naturale N definim relatia p astfel: "m,n €
N, mpn daca si numai daca:

i) m=mn;
ii) m # n, m impar si n par;
iii) m gi n au aceeasi paritate i m < n.

Aratati ca p este o relatie de ordine totala pe N.
17. Fie f : A — B o functie si M si P submultimi ale lui A. Aratati ca:

i) f(MUP)=F(M)U f(P);
i) f(MNP)C f(M)n f(P).

In ce conditii in relatia ii) are loc egalitatea?
18. S& se studieze inversabilitatea functiei f : R — R, f(z) = z|z| — 2z.
2
— 1
19. Pentru functia f: R — R, f(x) rort

T2tz +l
20. Fie date functiile f : A — B i g : B — C. Demonstrati urmatoarele

afirmatii:

gasiti Imf.

1. daca f si g sunt injective respectiv surjective, atunci g o f este injectiva,
respectiv surjectiva;
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2. daca g o f este injectiva, respectiv surjectiva, atunci f este injectiva si
respectiv g este surjectiva.

21. Fie (G, *) si (H, o) doud grupuri. Daca f : G — H este un homo-
morfism, atunci sunt valabile afirmatiile:

7L

1. f(e) = ey, unde e este elementul neutru pentru operatia ”*”, iar e;
elementul netru pentru operatia ”o”;

2. Pentru orice z € G avem f(z') = (f(x))’, unde 2’ este simetricul lui = in
G, iar (f(z))" simetricul lui f(x) in H;

3. Imaginea unui subgrup al lui G prin f este un subgrup al lui H;
4. Contraimaginea unui subgrup al lui H prin f este un subgrup al lui G.

Comentariu. Contraimaginea subgrupului lui H format numai din ele-
mentul neutru al lui H se numeste nucleul lui f si se noteaza prin Ker f,
unde Ker este prescurtarea cuvantului englezesc kernel care inseamna nucleu.

22. Aratati ca aplicatia f : P(A) — P(A), A multime nevida, definita
prin f(X) = C4(X), oricare ar fi X € P(A), este un automorfism.

23. Fie A si B doua multimi finite cu card A = m si card B = n:

i) Sa se arate cd este necesar gi suficient si existe o functie injectiva de la
A'la B cam < n. In acest caz si se arate cd numéarul de functii injective
de la A la B este egal cu A" = n!/(n —m)!;

ii) S& se arate ci este necesar si suficient sa existe o functie surjectiva de la
Ala B cun <m. In acest caz sa se arate ca numarul functiilor surjective
de la A la B este dat de

S = 0" =Cp(n=1)"+C(n=2)" —Cpi (n—=3)"+.. +(=1)" "' Cp 1™

iii) S& se arate ca este necesar si suficient ca sa existe o functie bijectiva de la
Ala B cu m =n. In acest caz sa se arate ca numarul functiilor bijective
de la A la B este egal cu P, = n!.

24. Sa se arate ca reuniunea a doua multimi numarabile disjuncte este
o multime numarabila.

25. Fie A, B doua multimi finite avand acelasi numéar de elemente. Fie
f A — B o aplicatie. Sa se arate ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

i) f este injectiva,
ii) f este surjectiva;

iii) f este bijectiva.
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2.6 Testul Nr. 1 de verificare a cunostintelor

1. Definiti urmatoarele notiuni:

a) Conjunctia proprozitiilor elementare;

=)

) Formula logica realizabila,

¢) Reuniunea a doud multimi;

[N

) Produs cartezian a doud multimi;

@

) Relatie binari;

—h

) Partitie a unei multimi;

) Functia identicd a unei multimi;

aQ

h) Functie bijectiva,

i) Lege de compozitie interna,;
J) Grup;
k) Camp.

2. Aratati cd urmatoarea formuld este tautologie F'= (p — ¢) Ap — q.

3. Rezolvati problema decidabilitatii pentru urmatoarea formula: xVyVvz —
zA(yVz).

4. Sa se demonstreze

(Vz)Flz] <= (3z)F[x],
unde F este un predicat unar cu domeniul finit D = {a1, ag, ..., am }.

5. S& se arate ca (3z,Vy)F[z,y] = (Vy,3x)F|x,y], unde F este predicat
binar cu domeniul {a1,...,ap} x {b1,...,0q}.

6. Fier; < re < ...<r, < ..numere naturale si a € N. Pentru orice numar
natural k, notam Ay = {a+rp-m | m=1,2,3,...}. Dovediti c& nu exista
nici un element comun tuturor multimilor Ag, & > 1.

7. Demonstrati ci daca f,g : A — R, A C R sunt periodice T si Ty cu

?1 € @, atunci f + g este periodica si reciproc.
2

8. In C se defineste relatia p prin zipze <= |21] = |22|. Arittati ci p este o
relatie de echivalenta si precizati clasele de echivalenta.

9. In Z se defineste relatia de congruenta modulo m (m € N) prin a = b

(mod m) <= a —b:m sau a—b € M, (M,, reprezintd multimea
multiplilor lui m). Arétati ca este o relatie de echivalentd gi precizati
clasele de echivalenta.
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10. In N se considers relatia , <" definiti prin z < y <= (3) z € N astfel
incat y = o + z. Aratati ci ,, <” este o relatie de ordine totala.
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Capitolul 3
Spatii vectoriale

"Ne discere cesa! Vita sine litteris mors est (Nu inceta sa inveti! Viata fara
tnvdtatura este moarte.)
Notiunea de spatiu vectorial (liniar) prezinta o importanta deosebita
in matematica moderna, cu multe aplicatii gi in problemele economice.

3.1 Definitia spatiului vectorial

In acest paragraf vom trata notiunea de spatiu vectorial si principalele
ei proprietati.

Definitia 3.1.1 Se numeste lege de compozitie (operatie) externd pe mulfimea
M fata de multimea K, o functie f: K x M — M.
Multimea K se numeste domeniul operatorilor sau scalarilor

Exemplul 3.1.1. Aplicatia f : R x C — C definitd prin formula f(a,z) = aZ,
a € R, z € C, este o0 operatie externa pe C avand pe R ca domeniu de operatori.

Acum, fie V o multime nevida de elemente oarecare gi K un camp de
elemente «, 3,7, ..., cu 0 elementul neutru (nul) si 1 elementul unitate. Suma
respectiv produsul elementelor « si 8 din K va fi notatd cu a + 3, respectiv
« - 0 sau simplu af.

Definitia 3.1.2 Se spune ca pe multimea V s-a definit o structurd de spatiu
vectorial (liniar) peste cimplul K, dacd pe V' s-a definit o lege de compozitie
internd (z,y) — = +y, z,y € V, numitd adunare, $i o lege de compozitie
externa fatd de campul K, (a,x) — ax, « € K, x € V, numitd inmultire cu
scalari, astfel ca pentru orice x,y,z € V' si orice a,b € K sa avem

1. z+y=1y+z (comutativitatea adundrii);
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2. (z+y)+z=a+ (y+ 2) (asociativitatea adunarii);
8. Ezista elementul 0 € V, astfel ca x +0 =0+ = x;

4. Oricarui x € V i corespunde —x € V astfel cu x + (—x) = (—x)+z =106
(—x se numeste opusul lui x);
(Prin urmare (V+) este un grup comutativ);

1. z=uxa;
(a+b)x = ax + bx;
(ab)x = a(bx);

o RS =

alx +y) = ax + ay.

Multimea V' impreund cu structura de spatiu vectorial peste campul K
se numegte spatiu vectorial (liniar) peste K, iar elementele sale le vom numi
vectori.

Se observa ca operatia de adunare a vectorilor din 'V a fost notata tot cu
semnul "+7 ca $i adunarea din K, iar operatia de tnmulfire cu scalari a fost
notata cu ”-7 ca si inmulfirea din K, acest lucru nu produce confuzie deoarece
in context orice ambiguitate este inlaturatd.

Daca K este corpul R al numerelor reale, atunci V' se numeste spatiu
vectorial real, iar daca K este corpul C al numerelor compleze, atunci V' se
numeste spatiu vectorial complex.

Elementul 8 € V' se numeste vectorul nul al spatiului vectorial V.

Propozitia 3.1.1 Daca V este un spatiu vectorial peste K, atunci
1. 0-x =0, pentru orice x € V;
2. a-60=40, pentru orice a € K;

3. (—1)x = —x, pentru orice x € V.
Demonstratie. 1. Utilizind conditiile 5) si 6) din Definitia 3.1.2, avem
r=1-2=0+1)2xz=0-24+1-2=0 -2+,

de unde, folosind conditia 3) din aceeasi definitie, rezultd 0 -z = 6.

2. Din conditia 6) a Definitiei 3.1.2 avem az + af = a(z + 0) = ax si
tindnd seama de conditia 3) din aceeasi definitie, rezulta a - 6 = 6.

3. Din conditia 6) avem = + (—1)z = (1 + (—1))z = 0z = 6, de unde
folosind 4), obtinem (—1)z = —=.
Exemple. 3.1.2. Multimea R a numerelor reale cu operatia de adunare si cu
operatia de iInmultire cu numere rationale este un spatiu vectorial peste campul
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@ al numerelor rationale.

3.1.3. Multimea C a numerelor complexe cu operatia de adunare si cu
operatia externa de inmultire cu numere reale este un spatiu vectorial peste
campul R al numerelor reale.

3.1.4. Fie Hom(R,R) = {f|f : R — R, functie} in care definim
operatiile de adunare a doua functii si de iInmultire a unei functii cu un numar
real astfel:

f+9:R=R,(f+9)(x) = f(z) +g(x), (V) f,y € Hom(f,g) si (V)z € R

s
af :R - R, (af)(z) =af(z),(V)f € Hom(f,g) st (V)r € R.
Aceste operatii determina pe Hom(R,R) o structura de spatiu vectorial.

3.1.5. Fie K un camp oarecare gi n un numar natural nenul. Consideram
produsul cartezian K" = K x K x ... x K, adica multimea sistemelor ordo-

n ort

nate x = (z1, Z2,...,T,) de cite n elemente din K. Definim pe K™ operatiile:
r4+y=(r1+y1,22+ Y2, T + Yn),

ax = (ax1,axa,...,aT,),

pentru orice x = (z1,%2,...,2n) € K™, y = (y1,Y2,.-.,yn) € K" sia € K.
Inzestrati cu cele dous operatii definite mai sus, multimea K" devine un
spatiu vectorial, numit spatiul vectorial aritmetic cu n dimensiuni peste
K. Pentru K = R se obtin spatiile euclidiene, iar pentru K = C se obtin
spatiile unitare sau hermitice. In cazul unui vector z = (x1,22,...,2,) din
K", x1,29,...,2, se numesc componentele sau coordonatele vectorului .
De aceea, cand vom nota vectorii cu indici vom folosi scrierea cu exponenti in
paranteza, pentru a se deosebi de componentele sale.
Comentariul 3.1.1. Spatiile vectoriale R™ si C™ sunt instrumente matematice
de bazi in studiul modelelor matematico-economice. Spatiile R? si R3 conduc
la vectorii utilizati in fizica.

3.2 Subspatii vectoriale

O submultime W a unui spatiu vectorial V peste un camp K se numeste
subspatiu vectorial al lui V', daca cele doua operatii date pe V' induc pe W o
structura de spatiu vectorial peste K. Vom nota faptul ca W este un subspatiu
allui V prin W € V.

Teorema 3.2.1 Submultimea W a unui spativ vectorial V peste campul K
este subspatiu vectorial peste campul K, daca st numai daca sunt indeplinite
conditiile:

41



1. pentru orice x,y € W avem x +y € W;
2. pentru orice x € W gi orice a € K avem ax € W.

Demonstratie. Daci W & V, atunci conditiile 1) si 2) rezulta din faptul ca
operatiile din V' trebuie sa fie interne si pe W.

Reciproc, daci presupunem c&d 1) si 2) au loc si ludnd z € W, din 2)
rezultd cd si —z = (—1)(x) € W, iar de aici, folosind 1), rezulta ca 6 = x4 (—x)
se gasegte in W. Celelalte conditii din definitia unui spatiu vectorial avand loc
pe V au loc si pe W. Teorema precedenta este echivalenta cu:

Teorema 3.2.2 Submultimea W a spatiului vectorial V' peste K este subspatiu
vectorial pentru V peste K, daca si numat dacd, pentru orice a,b € K i orice
z,y €W avem ax + by e W.

Observatia 3.2.1 Orice subspatiu vectorial W al unui spativ vectorial V
contine vectorul nul.

Exemple. 3.2.1. Dacd V este un spatiu vectorial, atunci submultimea {6},
formata numai din vectorul nul, este un subspatiu vectorial numit subspatiul
nul.

3.2.2. Pentru spatiul vectorial R? si numarul real a fixat, submultimea
W = {x € R?|z = (x1,y1) cu y1 = ax;} formeazi un subspatiu vectorial.

Intr-adevir, dacd z,y € W, z = (1,91), y1 = axe, y = (2,¥2), Y2 =
azy, atunci: x+y = (x14+y1,T2+y2) cuyr +ys = axry +axs = a(x +2x2) si deci
x+y € W. Pentru a € R avem ax = (ax1,ay1), cu ay; = alazrr) = a(ax,) si
deci az € W.

Cele demonstrate ne arati ci, in spatiul vectorial R? (in plan) dreptele
ce trec prin origine formeaza subspatii vectoriale pentru R2.

3.2.3. Daca K este un camp, atunci multimea vectorilor
x = (x1,x9,...,2,) din K™ cu x, = 0 formeazd un subspatiu vectorial al
spatiului vectorial K.

Usor se verifica faptul ca intersectia a doua subspatii vectoriale ale unui
spatiu vectorial V' este tot un subspatiu vectorial al lui V. Prin urmare, daca A
este o submultime a spatiului vectorial V', atunci exista un cel mai mic subspatiu
al lui V' care contine pe A, anume intersectia tuturor subspatiilor lui V' ce contin
pe A, numit subspatiu generat de A sau acoperirea (infisuritoarea)
liniara a lui A.

Doua subspatii W gi Wy ale unui spatiu vectorial se zic independente
daca W1 N W2 = {O}

Fie S = {z(M,2® . 2} un sistem de n vectori, n € N*, din spatiul
vectorial V peste campul K.

42



Definitia 3.2.1 Se spune ca vectorul x € V este o combinatie liniara de
vectorii sistemului S dacad exista n scalari ai,as,...,a, € K astfel ca sa avem

T = Z akx(’“).
k=1

Teorema 3.2.3 Multimea vectorilor din spatiu vectorial V' care se pot scrie ca
gt combinatii liniare de vectorii sistemului S formeazd un subspatiu vectorial
al lui V. Acest subspatiu se noteazd prin [S] si se numeste subspatiul lui V
generat de sistemul de vectori S.
n n
Demonstratie. Intr-adevar, daca = = Zakw(k) siy = Zbkx(k), atunci,
k=1 k=1
pentru orice o, § € K, avem

n

ax + By = Z aapz® + Z Bbx®) = Z(aak + Bbg)z™,
k=1 k=1

k=1
adica ax 4 Py este o combinatie liniara de vectori a sistemului S.

Teorema 3.2.4 Subspatiul [S] generat de sistemul de vectori S coincide cu
acoperirea liniard a lui S.

Demonstratie. Fie S* acoperirea liniard a lui S. Avem S C [S] si din
definitia lui S* rezultd S* C [S]. Reciproc, dacd = € [S], atunci rezultd ca
n

T = Zakx(k), ai,as,...,a, € K. Prin wrmare, x € S*, adica [S] C S*.
k=1

Rezultd ca S* = [9].

Definitia 3.2.2 Un sistem de vectori S C V' se numeste sistem de genera-

tori pentru subspativl W € V daca W = [5].

Exemplul 3.2.4. In spatiul R™ un sistem de generatori pentru R™ este
format din vectorii: e = (1,0,0,...,0), e® = (0,1,0,...,0), ..., e =
(0,0,...,0,1). In adevir, orice z = (x1,29,...,2,) € R™ se scrie sub forma
z =z + xge(Q) +...+ xne(").

Definitia 3.2.3 Daca Wy si Wy sunt subspatii ale spatiului vectorial V', atunci
subspatiul generat de S = Wi U Wy se numeste suma celor doud subspatii.
Notam [S} = W1 + WQ.

Teorema 3.2.5 Suma W1+ Wy a doud subspatii vectoriale ale lui V' coincide
cu multimea vectorilor x € V care se scrie sub forma x = (M + 23, cu
M e W, z2 e Ws.
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Demonstratie. Fie W = {z € V|z = 2 + 2@ 20 ¢ W,,2® ¢ Wy}
Evident ca W C W1+ W,. Daca x € W1+ W, atunci z = aly(l)—i—. . .—i—ary(r)—}—
a1yt 4 ay®, unde yM Ly € Wy, dar yTHD Ly ) € .
Punand 2 = ayy™ + ... + a9 51 2@ = a, 1y + ..+ a,yP), gdsim
x =z + 2 deci Wy + Wy C W. Rezultsa W = Wy + W.

Exemplul 3.2.5. In R? consideraim W = {(z,0)|z € R} si

Wa = {(0,9)|y € R}. Atunci avem R? = Wy + Wa.

Definitia 3.2.4 Suma S a doud subspatii vectoriale Wy si Wo ale spatiului
vectorial V' se numegte directa, daca Wi N Wy = {6}. In acest caz scriem
S = Wy @ Wy, iar despre Wy ¢i Wy se zic ca sunt subspatii vectoriale
independente.

Teorema 3.2.6 Suma a doud subspatii vectoriale W1 si Wo ale spatiului vec-
torial V' este directd, dacd $i numai daca orice vector x din S = Wy + Wy se
serie in mod unic sub forma v = M) 4+ 22 21 e Wy, 23 € W,

Demonstratie. Sa admitem ca S = W@ W, si sa presupunem ca exista x € .S
aga incat z = 2 + 2@ 2 e Wy, 2® e Wy si 2 =y + @,y € Wy,
vy € Wy, Atunci 2 + 2@ =y 4 @) de unde 2V — y(1) = (2 — (@) ¢
Wi N Wy = {6} si deci 2 =y gi 2 = 42 Rezulta ci scrierea lui = ca
suma de elemente din Wy si W5 este unica.

Reciproc, sa admitem ca orice x € S = W; + Ws, are o scriere unica de
forma z = W + 2@, 2z e Wy, 23 e W,. Daci ar exista t € Wy N Wa,
t # 0, atunci z = (2 —t) + (2 — 1), cu M —t € W si 22 —t € Wy, ceea
ce ar fi o contradictie. Prin urmare W7 N Wy = {0}, adica S = W; & Wh.

Definitia 3.2.5 Doud subspatic W1 st Wy ale spatiului vectorial V' se numesc
suplimentare daca W1 N Wy = {6} si V =W, & Ws.

Exemplul 3.2.6. Spatiul vectorial Hom(R,R) al functiilor f : R — R este
suma directa a subspatiilor W7 si W5 ale functiilor pare si respectiv impare
deoarece Wi N Wy = {#}. Cum, pentru orice f € Hom(R,R), avem

adica suma dintre o functie para i una impara, deducem ca Wi gi Wy sunt
subspatii vectoriale suplimentare pentru Hom(R, R).

3.3 Independenta si dependenta liniara a vec-
torilor. Baza si dimensiune

Definitia 3.3.1 Sistemul de vectori S = {x(M) 2 .. 2z din spatiul vec-
torial V' peste campul K se zice cd este liniar independent dacd o combinatie
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liniard a lor ajz® + aqze® + ... + anx("), ai,as,...,an € K, da vectorul nul
numai dacd a1 = ag = ... = a, = 0.
In caz contrar, adica daca exista cel putin o multime de scalari
n

a1,a2,...,a, € K, nu toti nuli, astfel ca Zaix(i) = 0, atunci se zice cd
i=1
sistemul S de vectori este liniar dependent.

Daca sistemul S de vectori este liniar independent (liniar dependent), se
mai zice c& vectorii (1, ..., 2(™ sunt liniar independenti (liniar dependenti).

Exemple. 3.3.1. Vectorii eV, e® ... e (v.exemplul 3.2.4) sunt liniar

independenti in R™. In adevir, dacd aq, as, . .., a, € R astfel ca Z aie® =0,
i=1
atunci rezulta (a1, asg, . ..,a,) = 0, de unde obtinem cd a; = ay = ... = a, = 0.
3.3.2. Vectorii z() = (1,2, 1), 2 = (2,1,1) si & = (4, —1,5) sunt
liniar dependenti in R? deoarece avem 21 — 322 4 2(3) = ¢,

Teorema 3.3.1 Sistemul S = {x(l),x@), . 735(”)} de wvectori este liniar de-
pendent, dacd si numai dacd cel putin unul din vectorii lui S se poate exprima
ca o combinatie liniara de ceilalti vectori ai sistemului.

Demonstratie. Daca sistemul S este liniar dependent, atunci exista scalarii
ai,as,...,a, € K, nu toti nuli, astfel ca a1z +. .. 4+a,2(™ = 6. Presupunem
cd a; # 0, atunci (Y = —aga; 2@ — aza;'z® — ... — ana; (™)) ceea
ce ne aratd cii vectorul (1) se exprimi ca o combinatie liniars de vectorii
A DN

Reciproc, daci cel putin un vector, de exemplu M), se exprimi ca o

combinatie liniard de ceilalti, atunci putem scrie £ = —aoz® — ... — a,z("),
de unde 2 + axx® + ... 4+ a,z(™ = 0, cu coeficientul lui z(*) nenul, ceea ce
ne aratd ci vectorii (M), ..., (") sunt liniar dependenti.

Propozitia 3.3.1 Intr-un spatiu vectorial V' peste campul K sunt valabile
afirmatiile:

i) vectorul nul 0 formeazd un sistem liniar dependent;
i) orice vector x # 0 formeazd un sistem liniar independent;

iii) orice sistem de vectori din care se poate extrage un sistem liniar dependent
este de asemenea liniar dependent.

Demonstratie. i) Valabilitatea acestei afirmatii rezultd din 1 -6 = 0.

ii) Pentru  # 0 din az = 6, a € K, rezultd a = 0.

iii) Dac# pentru sistemul de vectori § = {z(M 2@ .. 2™} n > 1,
exista subsistemul {m(l), e 7.%‘(7”)}, m < n, liniar dependent, atunci exista
scalarii a1, ...,a, € K astfel cu a1z + asz®@ + ... + a;nz™ = 0. De aici,
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avem a1z + asz® + .. 4 4™ 402D 4 0.2 =6 si deci sistemul
S este liniar dependent.

Corolarul 3.3.1 Sunt valabile afirmatiile:
i) Orice sistem de vectori care contine vectorul nul este liniar dependent;

it) Orice subsistem al unui sistem liniar independent de vectori este, de
asemenea, liniar independent.

Definitia 3.3.2 Un sistem infinit de vectori din spatiul vectorial V' se numeste
liniar independent dacd orice subsistem finit al sau este liniar independent. In
caz contrar se zice ca sistemul este liniar dependent.

Exemplul 3.3.3. In spatiul vectorial Hom(R,R) sistemul {1,2,22,...,2",...
este liniar independent.
Intr-adevar, orice relatie de forma

ai, "+ a,x? + .. fa, =0, (V)r R,

unde ¢; < iy < < 4, are loc numai daca a;, = a;, = ... = q;, = 0, adica
orice subsistem finit este liniar independent.

Definitia 3.3.3 Un sistem B, finit sau infinit, de vectori din spatiul vectorial
V' se numeste baza pentru spatiul vectorial V, daca B este liniar independent
st B este un sistem de generatori pentru V.

Exemple. 3.3.4. In spatiul R sistemul B = {eM e e 1) =
(1,0,...,0),...,e™ =(0,0,...,1) formeazs o bazi. S-a aritat ca B este liniar
independent (v.exemplul 3.3.1) si constituie un sistem de generatori pentru R™
(v.exemplul 3.2.4).
Aceasta baza a lui R se numeste baza canonica sau naturala.
3.3.5. In spatiul vectorial P, al polinoamelor de grad cel mult n, n > 1,
peste campul R, o bazi este data de sistemul B = {1, z, 22 ,x"}.

Teorema 3.3.2 Sistemul de vectori B = {e(!) e .. e(”)} constituie o bazd
pentru spatiul vectorial V' peste campul K, daca si numai dacd orice vector din
V' se exprimd in mod unic ca o combinatie liniara de vectorii lui B.

Demonstratie. Daca B este baza a spatiului vectorial V', atunci orice z € V
n

se scrie sub forma r = Z, are®™ . ai,as,...,a, € K. Daci mai avem si
k=1
n
T = Zbke( ) b1,...,b, € K, atunci obtinem Z ap — by)e (k) = 0, de unde,
k=1
folosmd faptul ca B este liniar independent, rezulta ar = by, k = 1,2,...,n,
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adica scrierea lui x in baza B este unica.
Reciproc, daca orice vector din spatiul V' se exprima in mod unic ca o
combinatie liniara de vectorii lui B, atunci gi vectorul nul are aceasta propri-

n
etate, adica din 0 = Z ape™ rezultd aj = 0, k = 1,n (se foloseste unicitatea
scrierii), ceea ce ne a,;ztlé ca B este liniar independent.
Definitia 3.3.4 Daca B = {e(l), e®, ..., e(”)} este o baza a spatiului vectorial
n
V peste campul K, atunci scalarii a1, as, ... ,a, € K din scrierea x = Z ape

k=1
se numesc componentele sau coordonatele vectorului x in baza B.

Teorema 3.3.3 (teorema inlocuirii a lui Steinitz.) Dacd B =
{6(1),6(2),...,6(n)} este o baza in spatiul vectorial V peste campul K si
n

T = Z are™ este un vector din V' ce satisface conditia ay # 0, atunci sistemul
k=1

By = {eM,e® et g et (MY este, de asemenea, o bazd pentru
V.

Demonstratie. Sa aratam mai intai ca By este liniar independent. Daca
bie® + . 4+ b1V £ ba 4 by e 4 4 be(™ =6, atunci inlocuind
pe x cu expresia lui, gasim:

(b1 + bt&l)e(l) +.oo 4+ (b1 + btat—l)e(t_l) + btate(t)+
+(bt+1 + btat+1)e(t+1) + ...+ (bn + btan)e(") = 0.
Cum B este baza in spatiul vectorial V', din egalitatea precedenta rezulta:
by +bia1 =0,...,b;_1 +bray_1 =0,ba; = 0,by41 + bag1 =

207...,bn+bt(1n20.

Deoarece a; # 0, deducem by = 0 gi deci by = by = ... =b,, =0, ceea ce
ne arata ca B este liniar independent.
Sa aratam acum cd B; este un sistem de generatori pentru V. Fie y
n

un vector din V', care in baza B are scrierea y = E cre™. Cum ay # 0, din
k=1
scrierea lui x avem
el = a;l(x —areM — . — a1tV — atHe(H'U — = ane(")),

inlocuind pe e in y, obtinem

(31) y=(c1— at_lalct)e(l) +. o+ (c—1 — at_lat_lct)e(t_l) + at_lctaﬁ—i—
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—1 t+1 —1
+(ct41 — ay aH_lct)e( D4+ (cn — ay anct)e("),
ceea ce ne arata ca B este un sistem de generatori pentru V.

Observatia 3.3.1 Prin inductie matematica se poate demonstra urmatorul
rezultat (teorema generald a inlocuirii): dacd B = {eM, e ... e este
0 baza in spatiul vectorial V peste campul K si S = {x(l),x@),...,x(”)}
este un sistem de vectori liniar independent din V, atunci p < n gi putem
inlocut p vectori din B prin vectorii lui S, astfel ca, renumerotand vectorii,
By ={2W ... 2@ et (M sq fie, de asemenea, bazd pentru V.

Comentariul 3.3.1 Demonstratia Teoremei 3.3.3 ne da si procedeul practic
de inlocuire a unui vector dintr-o bazd cu un alt vector, cat si formulele de calcul
al coordonatelor unui vector in noua baza. Intr-adevar, pentru coordonatele

vectorului y = che(k) in noua bazd By din formula (3.1) rezultd formulele

k=1
Cray — agC
(3.2) Yk = ¢ — a; tapcr = M, pentru k £t
at
§t
c
(3.3) Y =a; e, = a—t, pentru k = t.
t

Formulele (3.2) si (3.3) ne dau regulile de aflare a componentelor lui y
in baza Bj, in care in locul vectorului e® s-a introdus vectorul z. Formula
(3.3) aratd c noua componentd a vectorului y corespunzatoare vectorului = ce
intra in locul lui e(), se obtine prin impértirea componentei sale ¢; (de pe linia
”t”) la componenta a; a lui z de pe coloana ¢, iar formula (3.2) indica regula:
componenta noua yi a lui y, de pe o linie arbitrara k, se obtine din vechea
componenta aj dupa regula
AtC — QpCt

a C¢ . v
echivalenta cu ——— =y,
ag Ck at

numita gi regula dreptunghiului. Elementul a; # 0 se numeste si pivot, ceea
ce face ca regula dreptunghiului sa se mai numeasca si regula pivotului. De
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obicei calculele se fac in tabele succesive de forma

Baza | e @

o

o)

Ty
e 1 0 0 ay cCi
@ 0 1 0 as Co

ze® | 0 0 1 a; ¢
e(k) ar  Ck
e™ | 0 0 0 1 an  Cn

Exemplul 3.3.6. Fie vectorii z = (2,3,1) siy = (3,4, 5) scrisi in baza canonici

din R3. Scriem componentele lui y in baza (e, z,e®).
Avem
Baza | e e® B ¢y
el 1 0 0 2 3
= 0 1 0 3 4
el 0 0 1 1 5
&) 1 2 o o 1<
e
<o ¥ o 1 1
3 3
2 1 i1
e 0 -+ 1 o U

unde elementele de pe linia lui e® s-au impéartit cu elementul pivot 3, iar
celelalte s-au calculat cu regula dreptunghiului. Pe coloana elementului pivot

se pune 1 in locul elementului pivot si in rest 0.

De retinut ca, utilizand aceasta cale de lucru, se poate inlocui o baza a
unui spatiu vectorial cu o alta.

Exemplul 3.3.7.
vectorii z(1) = (2,3) si 2
vectorului v = (3, 4).

In R? si se inlocuiascd baza canonici cu baza datd de
(4,2) si in noua baza si se scrie componentele

Avem
Baza | e @ 1) z®) v
NE)
=M | 1 0 2 4 3
e@ | 0 1 3 2 4
D10 2 3
e
=2e® | -3 1 0 -4 -3
1 1 1 5
o a A
z g -3 0 1 g




Observatia 3.3.2 Metoda elementului pivot este utilizatd in rezolvarea multor
probleme de matematica cu aplicarea in modelele matematico-economice.

Corolarul 3.3.2 Daca o baza a unui spatiu vectorial este formata din n vec-
tori, atunci orice bazd a sa are tot n vectori.

Definitia 3.3.5 Dacd o bazd a unui spatiu vectorial V este formata din n
vectori, atunci spunem ca spatiul V are dimensiune finita egald cun. Scriem
dim V = n. Spunem cd un spafiu vectorial are o dimensiune infinita dacd
exista in el o bazd infinitd.

De exemplu, avem dim R™ = n si dim Hom(R,R) = co.

Definitia 3.3.6 Un spatiu vectorial V' cu dim V = 1 se numeste dreapta
vectoriala ; un spatiu V cu dim V = 2 se numeste plan vectorial .

Un subspatiu W, cu dim W = n — 1. a unui spatiu vectorial V', cu
dim V = n, se numeste hiperplan vectorial. Altfel spus, un subspatiu vec-
torial W este un hiperplan vectorial daca el este suplimentar unei drepte vec-
toriale.

Definitia 3.3.7 Se numeste rangul unui sistem S de vectori din spatiu vecto-
rial V, dimensiunea spatiului vectorial generat de S. Notam rangul lui S prin
rang S.

Propozitia 3.3.2 Rangul unui sistem de vectori din spatiul vectorial V nu se
modifica daca:

i) se schimbd ordinea vectorilor;
it) se inmulteste un vector al sistemului cu un scalar nenul;

iit) se adund la un vector al sistemului un alt vector din sistem, tnmulfit cu
un scalar.

Pentru demonstratie se observa ca sistemele de vectori obtinute prin
transformarile i1)-iii) din propozitie genereaza acelasi subspatiu vectorial si deci
are acelagi rang. Transformarile i), ii), iii) se numesc transformari elemen-
tare.

Teorema 3.3.4 Rangul unui sistem finit de wvectori este egal cu numarul
maxim de vectori liniar independenti ai sistemulus.

Demonstratie. Fie S = {x(l),m@), el a:(m)} un sistem de vectori in spatiul
vectorial V' ¢i k& < m numéarul maxim de vectori liniar independenti ai lui.
Pentru comoditatea scrierii considersm ci vectorii (1), () ... 2() sunt liniar
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independenti, ceea ce implica ca ceilalti vectori ai sistemului se vor exprima ca
si combinatii liniare de acegtia, adica

pFt+) — ailz(l) + aigx@) +...+ aikx(k),i =12,....m—k

Acum, adunim in sistemul S la fiecare din vectorii z(*t9 4 =
1,2,...,m — k, respectiv vectorul a;12") + a0x® + ... + a;pz™®) si obtinem
sistemul Sy = {zM, 2@ ... 2" 0.6,...,0}. Dupa Propozitia 3.3.2 sistemul
S1 are acelagi rang cu sistemul S.

Dar in sistemul S; sistemul de vectori {m(l), el x(k)} este o baza, ceea
ce ne arata ca dimensiunea lui este k. Prin urmare, rangul lui Sy si deci si al
lui S este k.

Definitia 3.3.8 Doud spatii vectoriale V' si W peste acelasi camp K se numesc
izomorfe daca exista o aplicatie f : V. — W care sa fie izomorfism fata de
operatiile ce definesc pe V' si W structura de spatiu vectorial.

Teorema 3.3.5 Printr-un izomorfism de doud spatii vectoriale se pastreazd
rangul unui sistem finit de vectori

Demonstratie. Fie f : V — W un izomorfism intre spatiile vectoriale V' gi W
si S ={x® 2@ . 0™} un sistem de vectori de rang k, k < m, din spatiul
vectorial V. Prin f se obtine sistemul de vectori S; = {y),y, ... y(™},
unde (¥ = f(x(i)), i =1, m, din W. Pentru comoditatea scrierii considerm c&
vectorii (M, 2, ... 2®) sunt liniar independenti. Atunci din relatia a1y +
asy® 4+ ...+ apy® =0, ar,az,...,a, € K, rezultd a; f(xM) + axf(x?) +
oo apf(x®) =0, iar de aici f(a1z® 4 agz® + ... + apz®) = 0. Cum f
este injectivi deducem ci a1z + az® + ... + arz® = 0 si de aici a1 =
as = ... = ap = 0, ceea ce ne aratd ci vectorii yM,y@, ... y*) sunt liniar
independenti.
Acum considerand relatiile

20 = g2® 4 ape® 4+ 4aga®i=1,2,.. . om—r
si aplicand functia f, obtinem
y(k+i) = aﬂy(l) + aigy@) + ...+ aiky(k),i =1,2,....m—r.

Prin urmare, sistemul de vectori y(*), ..., y*) este un sistem de genera-
tori pentru S; si deci rang Sy = rang S.

Teorema 3.3.6 Conditia necesard §i suficientd ca doud spatii vectoriale V' i
W peste campul K, de dimensiune finita, sa fie izomorfe este ca ele sa aiba
aceeasi dimensiune.
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Demonstratie. Necesitatea rezulta imediat aplicind Teorema 3.3.5.

Pentru suficienta sa consideram spatiile vectoriale V si W cu dim V =
dim W =n. Fie B = {eM @ .. e} g By = {fM 2 . f™} cate o
baza in V si respectiv W. Definim, aplicatia h : V' — W dupa regula: pentru

i=1

oricez € B, z = Zaix(i), h(z) = Zaif(i). Se verificd imediat ci h este un
i=1
izomorfism si deci spatiile V' i W sunt izomorfe.

Corolarul 3.3.3 Printr-un izomorfism intre doud spatii vectoriale V si W de
dimensiune finitd o baza din V' este dusd intr-o baza din W.

Corolarul 3.3.4 Existd un izomorfism i numai unul intre doud spatii vecto-
riale V' si W de dimeniune finita care sa ducd o baza B din V intr-o baza data
By din W.

Corolarul 3.3.5 Orice spatiu vectorial V peste campul K de dimensiune n
este izomorf cu spatiul K™.

Corolarul 3.3.6 Pentru orice subspativ W al unui spativ vectorial V' avem
dim W < dim V.

3.4 Produs scalar. Spatii normate. Spatii me-
trice
Fie V un spatiu vectorial peste corpul K, unde K = R sau K = C.

Definitia 3.4.1 Se numeste produs scalar pe V, orice aplicatie < -, - >:
V xV — K, cu proprietatile:

Pi. <z,z >> 0, oricare ar fix,y € V si < x,x >= 0, dacd si numai dacd
=0

P2. <x,y>=<y,x >, (Z este conjugatul lui z in C), oricare ar fix,y € V;
P3 < Ar,y>=A<z,y>, oricare ar i\ € K six,y € V;
Pl <zx+y,z>=<z,2>+<y,z>, oricare ar fiz,y,z € V.

Daca K =R, cum un numdr real este egal cu conjugatul sau rezultd ca
P2 devine < x,y >=< y,x >, adica produsul scalar este comutativ.

Definitia 3.4.2 Un spatiu vectorial peste campul K = RV C inzestrat cu un
produs scalar se numeste spatiu prehilbertian. Daca K = R, atunci spatiul
se numeste euclidian, iar daca K = C atunci spatiul vectorial inzestrat cu un
produs scalar se numeste unitar .
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Exemple. 3.4.1. Dacd in R" consideram vectorii & = (z1,...,2,) s
n

y = (Y1,9Y2,---,Yn) si definim < z,y >= inyi, atunci R" devine un spatiu

i=1
euclidian. Prin simple calcule se verifica proprietatile Py — Py.

3.4.2. In C"™ produsul scalar al vectorilor © = (z1,...,2,), ¥y =
(Y1, ..,Yn) se definegte prin

n
<wy>=> ml,
=1

devenind astfel un spatiu unitar.
3.4.3. Pe spatiul vectorial Cla,b] al functiilor reale continue, expresia

b
< f,g>= /f(a:)g(x)dx este un produs scalar.

Definitia 3.4.3 Se numeste norma peste spatiul vectorial V peste K = RV C
orice aplicatie || - || : V — R cu urmdtoarele proprietati:

NI1. ||z|| =0, dacd si numai dacd x = 0;
N2. || Az|| = |A] ||z||, oricare ar i€ K sixz € V;
N3 ||z +yll < |lz| + ||yl (inegalitatea triunghiurilor), oricare ar fi z,y € V.

Daca in N3 punem y = —x, atunci rezulta ||z|| > 0, pentru orice x € V.

Definitia 3.4.4 Un spatiu vectorial V' peste K este normat dacd pe el s-a
definit o normd. Scriem (V.| - |).

Teorema 3.4.1 Dacd (V,< -, - >) este un spatiu euclidian, atunci pentru
orice x,y € V are loc inegalitatea

|[<z,y>|<V<zx> <y,y>.
numitd inegalitatea lui Cauchy—Schwarz—Buniakowscki.

Demonstratie. Pentru orice z,y € V giorice A € R, avem < z+ Ay, x4+ Ay >>
0. De aici, folosind P2 — P4 obtinem

(3.4) <y >N+ <z y>+<z,2>>0

pentru orice A € R.
Daca y = 0 inegalitatea (3.4) devine

(3.5) 2A<z,0 >+ <z,2>>0.
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Dar < 2,0 >=< z,z — 2 >=< z,2 > + < z,—x >=< z,0 > + <
—z,x >=<z,x > — <z, >=0. Cum < z,z >> 0, rezultd cd (3.4) are loc
pentru y = 0 si oricare ar iz € V.

Deci, putem presupune y # 6, adica < y,y >> 0. Atunci trinomul
de gradul doi in A din (3.4) va fi > 0, oricare ar fi A € R, dacd i nu-
mai dacd Ay =< z,y > — < y,y > - < z,2 >< 0, de unde rezulti
| <z,y>| <<z x> -<y,y > ceea ce trebuia demonstrat.

Egalitate in inegalitatea lui Cauchy—Schwarz—Buniakowski se obtine nu-
mai daca z = —\y, adica vectorii x si y sunt coliniari.

Observatia 3.4.1 Pentru x = (x1,...,%4), ¥y = (Yy1,Y2,---,Yn) vectori din
R™ inegalitatea Cauchy—-Schwarz—Buniakowski ia forma

(&) = (54) ()

cu egalitate numai dacd x1/y1 = X2/y2 = ... = Tp/yn = X ER.

Teorema 3.4.2 Daca (V,< -, - >) este un spatiu euclidian, aplicatia || - || :
V — R, definita prin ||z| = /< z,x > este o normd pe V, numitd norma
generata de produsul scalar.

Altfel spus, un spatiu prehilbertian este un spatiu normat.

Demonstratie. Trebuiesc verificate proprietétile normei. Din ||z|| = 0 avem
< x,x >= 0, de unde, pe baza lui P1, deducem x = 6, ceea ce ne demonstraza

N1.

Pentru N2 avem || Az|| = V< Az, Az > = /A2 < z,2 > = |A| ||z|, pen-
tru orice A € R gi orice x € V.

Pentru a demonstra N3 putem scrie ||z +y||?> =<z +y,z +y >=
<xzw > 42 <,y >+ <yy >< 2l + 2zl -yl + yl? = (=l + [lyl])?
(s-a folosit inegalitatea lui Cauchy—-Schwarz—Buniakowski), de unde rezulta
llz + yll < |lz|| + |ly|l, oricare ar fi z,y € V.

Observatia 3.4.2 Teoremele 3.4.1 si 8.4.2 raman adevarate si pentru spatiile
vectoriale unitare.

Definitia 3.4.5 Fie (V,< -, - >) un spativ vectorial euclidian. Oricare ar
fi vectorii x,y € V, diferiti de vectorul nul, numdrul real ¢ € [0, 7] definit prin
<zy>
cosp = ——"——
Izl -yl
se numegte unghiul dintre z si y. Unghiul ¢ se noteazd si prin (T, 9).
Daca < z,y >= 0, atunci ¢ = /2, iar vectorii x §i y se numesc
ortogonali.
Un vector v se numeste versor dacd ||v|| = 1.
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Definitia 3.4.6 Fie A o multime nevidd. Se numeste metrica (distanta) pe
A, orice aplicatie d : A x A — R cu urmdtoarele proprietdti:

M. d(xz,y) =0, dacd si numai dacd © =y (separare);
M. d(z,y) = d(y,x), pentru orice x,y € A (simetrie);

Ms. d(z,z) < d(z,y) + d(y, z), pentru orice x,y,z € A (inegalitatea triunghi-
ului).

Definitia 3.4.7 Se numeste spatiu metric orice mulfime nevidd A inzestratd
cu o metricd. Notam cu (A, d) multimea A inzestratd cu metrica d.

Observatia 3.4.3 Pentru orice x,y € (A,d) avem d(z,y) > 0.
Intr-adevir, din My, punand z = z, rezulti
0 <d(z,y) +d(y, z) = 2d(z,y),
de unde d(z,y) > 0.

Exemple. 3.4.4. Aplicatia d: A x A — R prin d(z,y) = { este

L z#y
0, z=
o metrica pe A, numita metrica grosiera.

3.4.5. Aplicatiad: R x R — R, d(z,y) = |x — y| este o metricd pe R.

Teorema 3.4.3 Dacd (V,|| - ||) este un spativ vectorial normat, atunci
aplicatia d : 'V x V. — R definitd prin d(z,y) = ||z — y|| este o metricd pe
V', numita metrica generata de norma.

Demonstratie. Trebuie sa aratam ca d verifica proprietatile M7 — M3. Pentru
M; din d(z,y) = 0, avem ||z —y|| = 0, de unde, pe baza lui Ny, obtinem x = y.
Proprietatea de simetrie M2 rezulta astfel:

d(z,y) = llz —yll = [(=D(y —2)| = (=] [ly — 2] = d(y, »),

pentru orice xz,y € V.
Inegalitatea triunghiului pentru d rezulta astfel:

dz,y) =z =zl = llz —y+ (y —2) < llo =yl + ly — 2ll = d(z,y) + d(y, 2),
pentru orice z,y,z € V.

Observatia 3.4.4 Pentru spatiile euclidiene R™ metrica generatd de norma
data de produsul scalar conduce la

n

Z(ﬂﬁz —yi)?

i=1

d(wvy) =

oricare ar fix = (x1,...,2,) E R si y = (y1,...,Yn) € R. numitd $i metrica
euclidiana.
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3.5 Multimi convexe

In acest paragraf vom introduce notiunea de multime convexad si
proprietatile ei. Ea are o importanta deosebita in rezolvarea modelelor
matematico—economice de programare liniara.

Definitia 3.5.1 Fie z = (z1,...,2,) $i Yy = (Y1,...,Yn) doi vectori din R™.
Vectorul z = ax + (1 — a)y, cu a € [0,1] se numeste combinatia liniara
convexa a vectorilor i y.

Definitia 3.5.2 Dacd z,y € R™ multimea {z € R"|z = az+(1—a)y, a € [0,1]}
se numeste segmentul de dreapta de extremitati x si y. El se noteazd cu
[z,y]. Daca a € (0,1), atunci segmentul deschis dat de x si y se noteazd cu
(z,y)-

Pe R segmentul [x,y] si segmentul deschis (x,y) coincid cu intervalul
inchis [z, y] respectiv intervalul deschis (z,y)

Definitia 3.5.3 O multime A C R™ se numeste multime convexa, daca
oricare ar fi v,y € A avem [x,y] C A. Altfel spus, oricare ar fi doud puncte
din A, segmentul [x,y] este o mulfime din A.

Exemple. 3.5.1. Fie a = (a1,aq,...,a,) € R"™ un vector fixat din R™ gi b un
numar real dat. Multimea H = {z € R"| < a,x >= b} este convexa.
Fie A € [0,1]. Pentru orice z,y € H avem

<a X+ (1-Ny>=r<a,z>+1-N)<a,y>=IN+(1-ANb=0>

ceea ce ne aratd ca [z,y] C H.

Multimea H este un hiperplan in R™ de ecuatie a1z, +asx2+. . . +a,T, =
b, dacd © = (z1,...,z,) € R™

3.5.2. In ipotezele de la 3.5.1, multimile S; = {z € R"| < a,z >< b} si
Sy = {x € R"| < a,z >> b}, numite si semispatiile determinate de hiperplanul
H, sunt multimi convexe.

3.5.3. Multimile

Ma,b:{ZER”|Z:ax+by7xayERnaaabZO}

sunt convexe. Ele sunt numite si conuri convexe.

3.5.4. Multimea Sy = {z € R"|ax < 0,a € R", fixat } este un con
convex, in timp ce Sy si Sy, cu b # 0, din exemplul 3.5.2 nu sunt conuri
convexe.

Propozitia 3.5.1 Intersectia a doud mulfimi convexe este o mulfime convexad.

Demonstratie. Fie A si B doua multimi convexe din R™. Pentru orice
Ae[0,1]]siz,ye ANBavem Ax+ (1—Nye€ ANB.

Propozitia 3.5.1 raméane valabild pentru orice familie numarabila de
multimi convexe.
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Definitia 3.5.4 Multimea A C R"™ se numeste con poliedral convex, dacd ori-
care ar fi x € A se poate scrie ca o combinatie liniard nenegativd de un numdr
finit de elemente ) € A, adicd

Orice subspatiu a lui R™ este un con poliedral convex.

Definitia 3.5.5 Fie A C R" o mulfime. Multimea tuturor combinatiilor
liniare convexe de elemente din A se numeste acoperirea convexa a lui A.
Ea se noteazd prin Co(A).

Propozitia 3.5.2 Co(A) este convexd si A C Co(A). Dacd A este convezxd,
atunci Co(A) = A.

Demonstratia propozitiei este imediata.

Definitia 3.5.6 Daca A C R"™ este o mulfime convexa, atunci elementul

() € A se numeste punct extremal pentru A dacd nu existd z,y € A,

a € (0,1) asa incit sd avem 20 = ax+ (1 —a)y, adicd 20 nu poate fi interior
segmentului [x,y], oricare ar fi x,y € A.

Exemple. 3.5.5. Varfurile unui triunghi sunt punctele sale extremale.
3.5.6. Un subspatiu liniar W a lui R™ nu are puncte extremale.

3.6 Probleme

1. Aratati cd multimea M,,«,(K) a matricelor cu elemente din campul
K este un spatiu vectorial peste campul K.

2. Aratati ca multimea solutiilor unui sistem liniar si omogen cu
coeficienti a;; € R, i = 1,m, j = 1,n, formeaza un spatiu vectorial.

3. 1) Aratati cd Hom ([a,b],R) = {f|f : [a,b] — R, f functie } formeaza
un spatiu vectorial fata de operatiile de adunare si Inmultire cu un scalar al
functiilor.

ii) Demonstrati c¢& multimea Cla, b] a functiilor reale continue pe [a, b]
este un subspatiu vectorial al spatiilor Hom ([a, b, R).

4. Aratati multimea II,, a polinoamelor de grad cel mult n, n € N,
formeaza un subspatiu vectorial al spatiului vectorial Hom (R,R).

5. Fie (V,< -, - >) un spatiu vectorial prehilbertian. Aratati ca
orice sistem S = {x() ... 21 de vectori ortogonali doi cate doi este liniar
independent.

6. Aratati cd multimea vectorilor z € R™ cu coordonate intregi este un
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subspatiu al lui R”™.
7. Ardtati cd multimea T = {z € R"|x = (21,... 7mn)72xi = 1} este
i=1

un subspatiu vectorial pentru R™.

8. Aritati ca vectorii (M) = (1,2,1), 2 = (1,1,2), 2 = (1,2,3) din
R3 fomeaza o bazi a lui R®. Gasiti coordonatele vectorului z = (6,5, 7) in baza
dati de M), 2 gi 23,

9. Acelagi enunt ca la 8. pentru vectorii (Y = (2,1,-3), z® =
(3,2,-5), ) = (1,-1,1) si 2 = (6,2, -7).

10. Aratati cd multimile de vectori

B={eM,e® @} M =(1,2,1),e® = (2,3,3),e® = (3,7,1)
si
By = {fW, @, Oy = (3,1,4), P = (5,2,1), f* = (1,1, -6)

sunt baze in R3. Aflati coordonatele vectorului x = (2,3,4) in B, By si By =
{eM, fO) @)1,

11. In spatiu R* inlocuiti baza canonica prin baza datd de vectorii
e =(2,1,1,1), 2® = (1,2,1,1), 23 = (1,1,2,1), 2™ = (1,1,1,2) si aflati
coordonatele vectorului x = (2,3,4,1) in noua baza.

12. Gasiti rangul sistemelor de vectori:

i) S = {a®,a® o} unde a = (1,2,1), a® = (1,1,-1) si a® =
(1,3,3);

m S = {a®,a® a®, a®}, unde « = (1,0,0,-1), a® = (2,1,1,0),
a® = (1,1,1,1), a = (1,2,3,4).

13. Aratati c& pe spatiul vectorial Cla, b] al functiilor continue expresia
b

< f,g>= /p(x)f(x)g(x)dx, unde p € Cla,b], p > 0, este un produs scalar.

a
14. Fie C[-1,1] spatiul prehilbertian al functiilor continue inzestrat cu
produsul scalar

<ﬁg>:/jmmwm%
Z1

Aratati cd pe subspatiul IT,, al polinoamelor de grad cel mult n, multimea
B ={Py,P,...,P,}, definita prin recurenta

Py(x) =1,Pi(x) =1,(n 4+ 1)Ppr1(z) — 2n+ 1)zP,(x) + nPp_1(x) =0,
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este o bazad ortogonald. Polinoamele Py(z), Pi(x),..., se numesc polinoamele
lui Legendre. Se poate arata ca ele sunt date de formula

(-1 d* (1~ a?)"
nl2m dz™

P" (.I) = ’
numita formula lui Rodrigues.

15. Polinoamele definite prin Qo(z) = 1, Qi(z) = z, Qnyi(x) =
22Qn () — Qn_1(z), n = 1,2,... sunt numite polinoamele lui Cebigev. Aratati
ca polinoamele lui Cebisev formeaza o baza ortogonald pentru spatiul prehil-
bertian al polinoamelor inzestrat cu produsul scalar dat in problema 13, cu
p(z) = (1 —a?)~V/2, 2 € [-1,1].

16. Fie S = {zM 2@ ... 2"} un sistem de vectori ortogonali dintr-un
spatiu euclidian. Atunci

k 2 k
>0 =3 1)
i=1 i—1

Acest rezultat poartda numele de teorema lui Pitagora.

17. Fie A C R" convexa. Aratati ca oricare ar fi vectorii
CE(I),.’[J(2), . ,x(") € A si oricare ar fi numerele nenegative a;, ¢ = 1,n, care
n n
verifica conditia g a; = 1. atunci E a;z e A.
i=1 i=1

18. Vectorii {z(M, (2 (3} formeaza o bazi in R3. Ce componenta are
vectorul = 22 + 323) in aceastii baza? Dar in baza {2, 2®) z(D}?

19. Fie sistemul de vectori S = {z(), 2®) 2®) 2® 20) 261 unde:
e = (2,1,3), 2@ = (1,1,-1), 2® = (2,3,-8), 2 = (3,5,-6), 20® =
(57 2, 2)a z® = (1a 2, _7)

i) Utilizdnd metoda elementului pivot, cercetati daci S este un sistem liniar
dependent sau independent.

ii) Precizati o bazd B pentru spatiul generat de S.

ili) Pentru vectorii S — B, determinati componentele in raport cu baza B.

20. In R® se comsiderd vectorii (V) = (3,2,2), z® = (2,1,1),
2@ = (4,3,4), b = (0,1,2), b® = (=1,2,1), b® = (3,0,1). In baza
B = {zM 2?3} un vector z € R* are componentele (2,6, —4). Se cer
componentele lui z in bazele By = {z(), 22 v®}, By = {3 £®)} i
By = {pM) p(2) 3},

21. Fie V un spatiu vectorial peste corpul K = RV C. Se zice ca normele
| - llast|l - |2 definite pe V sunt echivalente daca existd a > 0 si b > 0 asa
incat

allzlly < lzll2 < bllza ],
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pentru orice x € V.
Aratati ca echivalenta normelor este o relatie de echivalenta in multimea
normelor definite pe V.

22. Fie C = {z|z = a + bi, a,b € R, i> = —1} spatiul vectorial al
numerelor complexe peste campul R. Aratati cd aplicatia | - || : C — R,
|z|| = |#], oricare ar fi z € C, este o norma pe C.

23. Fie spatiu vectorial R™ peste R, cu n > 1. Ariatati ca aplicatiile
| - llx: R — R, pentru k = 1, 3, definita prin

n n 1/2
Izl = |wil, l|lzll2 = (Z x?) lzlls = max [,
i=1 i=1 i=1n

unde z = (z1,...,2,) € R™, sunt norme pe R” gi sunt echivalente.
Indicatie. Se arata ca

R P I A I A I A
n 1 > \/ﬁ 2 > 3 > 2 > 1-
24. Fie Cjo,1) spatiul vectorial al functiilor reale continue peste campul
R. Sa se arate ca aplicatiile || - [|; : Cjo,;) — R, i = 1,2, 3, definite prin
1 1 1/2
191 = [15@lde, Il = | [17@Pde ) 1A= max 1f)
0 0

sunt norme pe Cio q) si [ flli < ||fll2 < [|f]l3, pentru orice f € Cig 1.

25. Fie A o multime nevida si f : A — R o functie injectiva. Sa se arate
cd aplicatia d : A x A — R, definita prin d(z,y) = |f(x) — f(y)| este o metrica
pe A.

26. Se considerd aplicatia d : R x R — R, definitd prin d(z,y) =
|arctg x — arctg y|. Ardtati cd d este o metrica pe R.

26. Fie (V,dy), (W,ds) doua spatii metrice, Z = V x W, z; =
(z1,11) € Z, 22 = (x2,y2) € Z. Definim aplicatia d : Z x Z — R,
d(z1,20) = [d3 (21, 22) + d3(y1,92)]"/%. Aratati ci (Z,d) este un spatiu me-
tric.

28. Cercetati daca functiile d : R xR — R definite mai jos pot fi distante
pe R sau nu

a) d(x,y) = min(|z], |y[);
b) d(z,y) =[x —yl/(1+ |z —yl);
¢) d(z,y) = [lz|” + [y|"]'/?, p > 1.
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3.7 Testul Nr. 2 de verificare a cunostintelor

1. Definiti urmatoarele notiuni:

a) Spatiu vectorial;

o

Acoperirea liniara,;

o

Baza a a unui spatiu vectorial;

[N

Produs scalar;

)
)
)
)
) Norma;
)
)
)

(=)

Metrica;

g) Combinatie liniara convexa;

h) Multime convexa.

2. Aratati ca dacd (K, +,-) este corp comutativ si n € N, iar K™ = {«x =
(z1,.,2s) | € K, i = 1,n}, pentru n > 1, atunci multimea K"
inzestrata cu operatiile

rz+y g (1‘1 +vy1,..,Tn +yn)
a-z def (axy,...,ax,), a€K

este un spatiu vectorial peste K.

3. Ardtati cd B = {v,u,w}, v =(2,1,-1), u = (1,-1,1) si w = (1,2,-1)
este o baza in R? gi s& se afle coordonatele vectorului ¢t = (3,6,1) in
aceasta baza.

4. Fie in R* baza B = {z1, %9, 73,24} cu z1 = (1,1,2,1), 22 = (1,—1,0, 1),
xz3 = (0,0,-1,1), si 4 = (1,2,2,0). Vectorul v are coordonatele
(1,2,2,1) in aceastd bazd. Gasiti coordonatele lui v in baza B’ =
{y1,92,93, 94} cu y1 = @1, Y2 = 22, y3 = 21 + 2w + 223 + 274 si

Ya = T4.
5. Fie in R? baza B = {x1,72,23} cu 21 = (1,0,0), 25 = (2,1,0), 23 =
(=3,2,1) si vectorul v = —8x1 + 425 — 3. Gasiti coordonatele vectorului

v in baza B' = {y1,y2,¥3}, cu y1 = 1 + T2 + 3, Yo = 1 + T2 — x3 §i
Y3 = T1 — T2 + T3.

6. Aratti cd (R”,d) unde d : R” x R” — R, d(z,y) = Z|:ck — Y|, x =
k=1

(21, .0y ) siy = (y1,...,Yn) este spatiu metric.
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10.

Arstati ca aplicatia < -,- > : R? x R?2 — R definita prin < z,y >=
3x1y1 — T1Y2 — Tay1 + 2x2Ye, © = (x1,22) st ¥y = (Y1, y2), este un produs
scalar.

. S& se arate ca Intr-un spatiu prehilbertian real oarecare are loc pentru

orice vectori x §i y egalitatea: ||z +y||* + ||z — yl|* = 2([|2|* + [|y[1?).
Demonstrati ca orice spatiu prehilbertian real X este gi spatiu normat.

Fie a,b € R cua < b. Aratati cd [a,b] ={z € R|a <z < b} esteo
multime convexa.
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Capitolul 4

Matrice. Determinanti.
Sisteme de ecuatii liniare

"Viata este dimineata altfel decat seara, iarna altfel decat vara si, in tinerete,
probabil, altfel decat la batranete”
(Remarque)
In rezolvarea multor modele matematico—economice intervin ma-
tricele si determinantii. Capitolul de fatd va aborda notiunile de matrice si
determinanti impreuna cu proprietatile lor i aplicarea la rezolvarea sistemelor
de ecuatii liniare.

4.1 Matrice

Definitia 4.1.1 Se numeste matrice de tipul m x n peste un camp K un tablou
dreptunghiular A format din m x n elemente din K situate pe m linii si n
coloane.

Scriem
a1 ai2 N QA1n

a1 a2 . a9on

ml Am2 Am3  Amn

sau condensat
A= (aij)izl,m7

Jj=1n

unde a;; reprezinta elementul matricei situat pe linia ¢ §i coloana j.
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Elementele aq1, a9, ... formeaza diagonala principala a matricei, iar
elementele a1, a2 -1, ... diagonala secundara.

Notam cu M, x,(K) multimea matricelor de tipul m x n peste campul
K, iar cu M(K) multimea tuturor matricelor peste cAmpul K. Dacd m = n,
matricele se numesc patratice de ordin n.

Daca m = 1, matricea se numeste matrice sau vector linie. Daca
n = 1, matricea se numeste matrice sau matrice coloana.

Unei matrice A de tip m X n i se poate ataa sistemul ordonat de m
vectori linie din K™ dat de

L; = (ailvaﬁw“;ain)ai =1,m

si sistemul ordonat de n vectori coloana

t .
Cj = (alj,agj, .. .,amj),j = 1,n.

Definitia 4.1.2 Doud matrice de acelasi tip sunt egale daca elementele core-
spunzatoare sunt egale.

Definitia 4.1.3 Se numeste suma matricelor A = (ai;) st B = (b;;), ambele de
tipul mxn peste K, matricea notatd cu A+ B datd de requla A+B = (a;;+b;;).
Operatia care realizeaza aceastd requld se numeste adunarea matricelor.

Matricea O € Mayun(K) cu toate elementele nule se numeste matricea
nuld. Fiind datd matricea A = (a;;) € Myxn(K), matricea —A = (—a;j) €
Mxn(K) se numeste opusa lui A.

Se verifica imediat ca (M, xn(K),+) este un grup comutativ.

Definitia 4.1.4 Se numeste produsul matricei A = (a;;) € Mpxn(K) cu
scalarul a € K, matricea notatd oA, obtinutd prin regula aA = (aa;j) €
Mpxn(K). Operatia data de aceastd reguld se numeste inmultirea cu un
scalar a matricelor.

fnmul}firea cu un scalar a matricelor verifica proprietdatile evidente

1-A=Aa(A+B)=aA+aB,(a+ 0)A=aA+ A a(BA) = (af)A,
oricare ar fia, B € K i A, B € M, un(K).
Rezulta ca are loc propozitia:

Propozitia 4.1.1 Mulfimea matricelor M, xn(K) #n raport cu operatiile de
adunare gi de inmulfire cu un scalar are o structura de spatiu vectorial peste

K.
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Dimensiunea spatiului vectorial M, x, (K) este mn. Intr-adevar se ob-
servd ca orice A = (ai;) € Myxn(K) se scrie in mod unic sub forma

i aijE(ij),

1 j=1

m
A=

1=
unde E(9) sunt matricele de tipul m x n, care au toate elementele egale cu 0,
in afara de cel de pe linia i si coloana j care este egal cu 1.

Definitia 4.1.5 Se numeste transpunere in mulfimea M(K) a matricelor
peste K, aplicatia t : M(K) — M(K), definitd prin t(A) = 'A, unde A =
(aij) € Mpmxn(K), iar 'A = (aj;) € Muxm(K). Matricea 'A se numeste
transpusa lui A.

Se observa usor ca transpusa este o functie bijectiva, care verifica pro-
prietatile: 1) ‘(*A) = A; 2) Y(A+ B) = 'A+'B si 3) Y(aA) = o'A, oricare
ar i A,B € Mpy,xn(K) si @ € K. De aici rezulta ca transpunerea este un
izomorfism intre spatiile vectoriale M, xpn (K) $i Moy som (K).

Definitia 4.1.6 O matrice patratica A = (a;;) € Mpxn(K) se numeste si-
metricd dacd A ='A, adicd elementele simetrice fatd de diagonala principald
sunt egale a;; = aj;, 1,7 = 1,n.

Definitia 4.1.7 O matrice pdatraticd A = (a;;) € Mumxn(K) e numeste anti-
simetrica dacd A = —'A, adicd elementele simetrice fatd de diagonala prin-
cipald sunt opuse a;; = —aj; 1,7 = 1,n.

Definitia 4.1.8 O matrice pdtratica se numeste triunghiulara superioara
respectiv inferioara daca toate elementele situate dedesuptul, respectiv deasu-
pra diagonalei principale sunt nule.

Definitia 4.1.9 O matrice patratica se numeste diagonala daca toate ele-
mentele ei sunt nule cu exceptia celor de pe diagonala principald.

Teorema 4.1.1 Teorema rangului. Pentru o matrice rangul sistemului de
vectori linie este egal cu rangul sistemului de vectori coloand.

Demonstratie. Fie A = (a;;) € Mp,xn(K) si r si p rangurile sistemelor de
vectori linie L; = (a1, @2, - - ., @in ), ¢ = 1,m si coloand C;j = (a5, 24, - - -, Amj),
j =1,n. Nu restrangem generalitatea, daca presupunem ca primele r linii sunt
liniare independente, deoarece o schimbare a ordinii liniilor pastreaza rangul
sistemului vectorilor linie. O astfel de schimbare modificd vectorii coloana.
Fiecare vector coloana se scrie

Cj = i aije(i),
i=1
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unde B = {e(l), e®@, ... ,e(m)} este baza canonica din K™, este dus in vectorul

Ch = ai fY,
i=1

unde By = {fM, f@ ... f"™1 este noua bazi din K™, obtinuta din B prin
schimbarea ordinii vectorilor ei, corespunzatoare schimbarii liniilor matricei A.
Consideram, acum, automorfismul spatiului K™, care duce baza B in baza
B, acesta ducand vectorii C; In vectorii C’;- si deci pastreaza rangul sistemului
format de ei. Celelalte linii ale matricei A se vor exprima ca gi combinatii
liniare de primele r, adica putem scrie

Lr—i—s = Olr-l—s,lLl + ar+s,2L2 + ...+ ar+s,rLra s=1,2,...,m~—m,
de unde, folosind egalitatea vectorilor in K™, rezulta
Aris,5 = Qpys,1015 + Q45,2025 +...+ arJrn,rarj;j =1...,n

Inlocuind in expresiile coloanelor C, obtinem

C; = iaije(i) + §GT+S’j€(7'+s) —
i=1 s=1

T m—rr
= aijeD + ) (arps101) + Qrpa02; oA Qrpspan)eU j=Ton,
i=1 s=1

Cum coeficientii a;44,j, j = 1,7 sunt independenti de ordinea liniilor,
grupand termenii care contin pe a;;, obtinem

S S S
=1 s=1

Punand ¢ = e® + 3" a0 i =T, rezulta

Cj = Za”g(z),j = 17”'
i=1

Am dedus ca cei n vectori coloana se exprima ca si combinatii liniare de
r vectori (9 din K™, iar rangul p al sistemului format de ei este cel mult egal
cu numérul generatorilor ¢(), deci p < r.

Daca acum schimbam rolul coloanelor si liniilor si facem acelasi
rationament, obtinem r < p. Din p < r gi r < p rezulta » = p, ceea ce
trebuia demonstrat.
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Definitia 4.1.10 Rangul comun al sistemelor de vectori linii sau coloane a
unet matrice se numeste rangul ei.

Altfel spus, rangul unei matrice este egal cu numarul maxim de linii sau
coloane liniar independent, intre ele.

Propozitia 4.1.2 Rangul unei matrici este egal cu rangul transpusei sale.

Demonstratie. Deoarece prin transpunere sistemul de vectori linie al unei
matrici devine sistemul de vectori coloana al transpusei matricei, din teorema
rangului rezulta ca matricea gi transpusa ei au acelagi rang.

Observatia 4.1.1 Prin transformari elementare aplicate sistemului de vectori
linie sau coloane, rangul unei matrice nu se modificad.

Valabilitatea acestei observatii rezulta din teorema rangului si din faptul
ca prin efectuarea unor transformari elementare rangul unui sistem de vectori
nu se modifica (v.3.3).

Propozitia 4.1.3 Prin transformari elementare asupra liniilor si coloanelor,
orice matrice A poate fi transformata intr-o matrice B, avand toate elementele
nule cu exceptia primelor r elemente de pe diagonala principald, care sa fie
egale cu 1. Matricea A are atunci rangul .

Demonstratie. Consideram matricea

ailp a2 a1j A1n
A= a1 @2 Aij Ain,
aml1 aAm2 ... Gmj ... (mnp

Daca A este matricea nuld, atunci afirmatia propozitiei este dovedita.
Dacé nu, atunci putem presupune cd a1 7 0 (in caz c& a1; = 0 se fac schimbari
ale ordinii liniilor sau coloanelor). Pentru a obtine 1 pe pozitia lui a1; inmultim
prima linie cu al_ll. Pentru a avea 0 pe pozitia a;1, ¢ = 2, m, Inmultim acum
linia intai cu —a;1. Elementul a;; se inlocuieste cu

11055 — A15G41

Ajj — Ay A15041 = i =2,m,j5 =2,n,

Qn

in care se recunoaste regula de calcul a dreptunghiului sau elementului pivot.
Aplicand repetat acest procedeu, dupa un numar finit de pasi, ajungem

67



ca A este echivalentd (~) din punctul de vedere al rangului cu matricea

1 0
0 1
0 0
0 0
0 0

0
0

0

0
0

0

0
0

0 linia r

0

si deci rangul lui A este r, dat de numarul de cifre 1 din B.
Demonstratia acestei propozitii ne da si procedeul practic de aflare a
rangului unei matrice, calculele facandu-se cu cunoscuta reguld a dreptunghiu-

lui.

Exemplul 4.1.1. Sa se afle rangul matricei

A=

0
2
1
1

2 1 1 3

-1 4 -5 -6
1 2 -1 0

-2 2 -4 —6

Schimband coloana 1 cu coloana 2 gi inmultind coloana 5 cu 1/3 obtinem

2 01 1 1

-1 2 4 -5 =2
1 1 2 -1 0

-2 1 2 -4 =2

inmul‘gim prima linie cu 1/2, apoi
pletam cu 0, iar restul elementelor le calculam cu regula dreptunghiului,

obtinand

AN

pe linia intai si coloana intai com-

Aplicand succesiv acelasgi procedeu avem:

0
A~

OO O

1
0
0

o O o

0

o

[

OO = O kw

100 0 0
0 2 2 _92 _3
01 3 3 1

2 2 2
01 3 -3 -1
0 0 10 0 0 0
o o | o1 o0 o0 o0 |
ggil 00 -3 3 1
-3 -3 00 3 -3 -1
0 00 10000
0 00 01000
-3 31 0010 0]
0 00 00000
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si deci rang A = 3.

Definitia 4.1.11 O matrice pdtratica de ordin n se numeste nesingulara sau
regulata dacd rangul ei este egal cu n. In caz contrar, adicd dacd rangul ei
este mai mic ca n, atunci matricea se numeste singulara.

Definitia 4.1.12 Se numeste matrice extrasa dintr-o matrice A orice matrice
B obtinuta din A inlaturand anumite linii si coloane, pastrand ordinea liniilor
st coloanelor ramase.

Teorema 4.1.2 Rangul unei matrice este egal cu ordinul mazim al matricelor
patratice nesingulare extrase din ea.

Demonstratie. Fie A o matrice, r rangul ei si B o matrice patratici nesingu-
rala extrasa din A si de rang maxim p. Cele p linii ale matricei A care intervin
in B sunt liniar independente, deoarece dependenta liniard a acestor linii in A
ar atrage dependenta lor liniara si in B, ceea ce ar face ca B sa fie singulara.
Prin urmare p < r. Acum sa ardtam ca oricare p + 1 linii din A sunt liniar
independente. Sa admitem ca existd in A (p 4+ 1) linii liniar independente,
atunci, extragand din A matricea formata din ele, am obtine o matrice C' de
rang (p+ 1). Pe baza teoremei rangului, matricea C are si p+ 1 coloane liniar
independente. Acum extragand din C (deci gi din A) matricea D formatd din
cele p + 1 coloane liniar independente, obtinem o matrice nesingulara de ordin
p+ 1, ceea ce ar contrazice alegerea lui p. Rezulta cd r < p+ 1 gi cum am
aratat ca p < r, deducem ca r = p.

S& introducem acum pe multimea M(K) a matricelor operatia de
inmultire.

matricea B = (b;;) € Mpxp(K), matricea C = (c¢;5) € me (K), unde

Definitia 4.1.13 Se numeste produsul matricei A = (a;;) € Muyxn(K) cu
)
) P-

cij = ainbij + aigbaj + ...+ ainbng i =T,m,j =1

Scriem C = A - B. Operatia care realizeazd acest proces se numeste
inmultirea matricelor.

Propozitia 4.1.4 Inmultirea matricelor, cand are sens, este asociativa.

Demonstratie. Fie A = (a;;) € Muyxn(K), B = (bij) € Myxp(K), C =
(cij) € Mpxq(K). Avem

= (iaik [Z bklclj‘|> = (i Zaikbklclj> =
k=1 =1 =1
[Z aikbkl] Clj> = (AB)C
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Propozitia 4.1.5 fnmul;‘irea matricelor este distributiva fata de adunarea lor.

Demonstratie. Fie A = (a;5) € Mpxn(K), B = (bi;) € Mupxp(K) si C =
(¢ij) € Mpxp(K). Avem

AB+C] = (Z aik[brj + C;ﬁ]) = <Z aikbr; + Z%k@cj) =
k=1 k=1

k=1

= <Z aikbkj> + (Z aikck]) = AB + AC,
k=1 k=1

adica inmultirea este distributiva la stanga fata de adunare. In mod analog, se
demonstreaza si distributivitatea la dreapta.

Definitia 4.1.14 Matricea patratica I, = (8;;), i,7 = 1,n, unde

P l,i=73
Yl 0i#ES dj=1n
este simbolul lui Kronecker, se numeste matricea unitate de ordinul n.

Altfel spus, matricea I,, este o matrice diagonald cu toate elementele de
pe diagonala principald egale cu 1. Cand nu dorim sa precizam ordinul matricei
unitate o vom nota prin [.

Observatia 4.1.2 Pentru orice matrice A € My, xn(K) avem
IL,A=A g Al, = A.
Observatia 4.1.3 fnmul;ﬁirea matricelor, in general. nu este comutativa.
Din proprietatile adunarii si inmultirii rezulta:

Propozitia 4.1.6 Mul{imea M,2(K) a matricelor pdatratice de acelasi ordin
n inzestrata cu operatiile de adunare si inmultire are o structurd de inel cu
divizori ai lui zero.

Propozitia 4.1.7 Transpusa unui produs de doud matrice este egald cu pro-
dusul transpuselor in ordine inversa.

Demonstratie. Fie A = (a;;) € Mpxn(K) si B = (b;;) € Mpxp(K). Avem

t(AB) =t <Zaikbkj> = (Zajkbki> = (Z bkiajk> —tpta.
k=1 k=1 k=1

Rezultatul obtinut se poate extinde prin inductie matematica la un pro-
dus cu un numar finit de factori.

70



Definitia 4.1.15 Se numeste inversa matricei patratice A, matricea notatd
cu A1, care satisface conditiile A- A"t =A"1. A=1.

Teorema 4.1.3 Condifia necesard si suficientd ca o matrice patratica sa aiba
inversa este ca ea sd fie nesingulard.

Demonstratie. Necesitatea. Presupunem ca matricea A = (a;;) € M,,2(K)
are o inversd pe A~ = (b;;) € M,,2(K). Din A~'A = I rezulta

n
> biwa; = 8ij,i,j =Tn.
k=1

de unde, pentru vectorii e(¥), i = 1, n ai bazei canonice obtinem exprimarea
n
(4.1) e =3 buLy,
k=1

L, k = 1,n, fiind vectorii linie ai matricei A. Cum pentru orice x € K™ avem
n

T = Z z;e™ | inlocuind e din relatiile (4.1) deducem ca orice vector x € K"
i=1

se exprimi ca o combinatie liniard de vectori linie Ly, k = 1,n. Rezulti ci
sistemul de vectori linie Ly, k = 1,n, genereaza spatiul K™, ceea ce inseamna
ca are rangul n si deci matricea A este nesingulara.

Suficienta. Din faptul ca A este nesingulara, rezulta ca vectorii linie Ly,
k = 1,n, sunt liniar independenti si deci formeaz# o bazi in K. Exprimiam
vectorii e(?)| i = T, n, ai bazei canonice in baza dati de vectorii linie si avem

e =3 biLi,i=Tn,
k=1

de unde, punand B = (b;), obtinem BA = I.
Matricea A fiind nesingulara are gi vectorii coloana liniar independent;i,
formand si ei o baza in K", si deci putem scrie AC' = I. Acum obtinem

C = IC = (BA)C = B(AC) = BI = B,

de unde C' = B = A~ i prin urmare matricea A are inversa.
Usor se arata ca inversa unei matrice este unica si ca ea este nesingulara.

Propozitia 4.1.8 Produsul a doud matrice nesingulare este o matrice nesin-
gulara si inversa ei este egald cu produsul inverselor luate in ordine schimbata

(AB)"' =B~ 1. 47!
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Demonstratie. Avem

(AB)(B'A™ Y)Y =ABB HA ' =AA =1
si

(B'A Y)Y (AB)=B '(A*A)B=B"'B =1,

relatii ce demonstreaza afirmatiile din enunt.

Rezultatul se extinde prin inductie matematica la un produs de matrice
nesingulare cu un numar finit de factori.

Pentru aflarea inversei unei matrice se foloseste transformarea ei in ma-
trice unitate, aplicand regula dreptunghiului, dupa schema

(A]I) = (AYA|A™]) = (I|A7Y).

Exemplul 4.1.2. Pentru a afla inversa matricei

2 1 3
A= 3 2 3
2 1 2
procedam astfel
2 1 3]100 1 % 3 00
(A|I3):>32301O:>O§—%—%10:>
21 210 01 00 -1 -1 01
1 0 3 2 -1 0 100 -1 -1 3
=01 -3|-3 2 0]=1[([0120 0 2 -3
00 -1 |-1 0 1 0 0 1 1 0 -1
Prin urmare, avem
-1 -1 3
At= 0 2 -3
1 0o -1

Se poate lucra utilizand regula dreptunghiului fara a imparti la pivot si
transformand matricea (A|I) extinsd aga incat si ajungem la situatia (D|C),
unde D este matricea diagonala

a1 0 0
0 as2 ... 0

D = . . . . iar C = (¢i5),4,7 =1,n
0 0 Ann
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Pentru a afla inversa A~! impartim liniile Ly, Lo, ..., L, ale matricei C
respectiv la: a11a22 ...0pp, A22 ... Appy ..oy App -
Exemplul 4.1.3. Pentru a afla inversa matricei

2 1 3
A=13 3 2
1 21
procedam astfel
21 3|1 00 2 1 3 1 0 0
A))=—=1( 332|010 ]=|(03 -5|-3210|=
1 2 110 0 1 0 3 1 -1 0 2

2 0 14 6 -2 0 2 0
=103 -5 |-3 2 0 |=|(03
0 0 12 6 —6 6 0 0

de unde
__12 60 —84 1 5 7
PR i O G T B
= 342 312 342 = 16 6§ %
12 12 12 2 2 2

Definitia 4.1.16 O matrice patratici A se numeste ortogonala daca
tA-A=1.

Propozitia 4.1.9 Condifia necesara si suficientd ca o matrice patraticd sa fie
ortogonala este ca ea sa fie nesingulara, iar transpusa si inversa ei sa fie egale.

Demonstratie. Necesitatea. Din ‘A - A = I rezulta ci A este nesingulara si,
inmultind aceasts egalitate la dreapta cu A~!, obtinem 4 = A~!.

Suficienta. Dacd A este nesingular si verificd A = A~!, atunci, prin
inmultire la dreapta cu A, gisim ‘A - A = I, ceea ce ne aratd ci A este ortogo-
nala.

Teorema 4.1.4 Rangul unui produs de matrice nu depdaseste rangul fiecaruia
din factorii sdi.

Demonstratie. Fie A = (a;5) € Mpxn(K), B = (bij) € MpxpsiC=A-B =
(¢ij) € Muyxp, unde

n
cij = Y aibrj,i =T,m,j=T1,p.
k=1

Ultimele relatii ne arata ca liniile matricei C' se exprima ca si combinatii
liniare de liniile matricei B si deci subspatiul generat de liniile matricei C' sunt
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incluse 1n subspatiul generat de liniile matricei B. Asadar, avem rang C
rang B In mod analog, rationdnd cu vectorii coloand, obtinem rang C
rang A.

Daca unul din factorii produsului este o matrice nesingulara, atunci avem
un rezultat mai precis.

<
<

Teorema 4.1.5 Rangul produsului dintre o matrice A si o matrice nesingulara
B este egal cu rangul lui A.

Demonstratie. Fie C = AB. Din Teorema 4.1.4 avem rang C < rang A.
Tinadnd seama c& B este nesingulard, exista B~! si inmultind la dreapta cu
B~!'in C = AB, obtinem A = CB~!. Aplicand din nou Teorema 4.1.4,
rezultd rang A < rang C. Din rang C < rang A si rang A < rang C obtinem
rang C = rang A.

Observatia 4.1.4 Pentru simplificarea calculelor cu matrice se lucreaza, dese-
ori, cu matrice tmpartita (partitionatd) in submatrice sau blocuri, obtinute
ducind paralele la liniile gi coloanele ei. De exemplu, matricea A € My2(K)

se poate scrie
B|C
= (1)

unde B € Mp2(K), E € M(,_p2(K), C € My (n_py, tar D € My_p .

Cu matricele formate din blocuri se pot face operatii ca si cu matrice
obisnuite, reducand calculele la matrice de ordine mai mici.

O importanta aplicatie a partitionarii in blocuri o constituie inversarea
unei matrice. Sa presupunem ca B este inversa matricei A. Atunci

AB=1
sau prin partitionare
<A11A12><B11312):( I O)
Ag | Ag Bo1 | Bas O]1
Efectuand inmultirile si identificind matricele din cei doi membrii, vom
obtine

1) A11Bi1+ A19Ba =1,

2) A11Bia + A12B2 =0,

(1)
(2)
(3) A21Bi1 + A2 Bo =0,
(4)

4) A2 Bia + AgpBay = 1.
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Din (2) avem
Bip = —A7' - Aia - B,

care Inlocuitd in (4) ne conduce la
Bag = (Ags — A1 AT A1) ™!
Deoarece BA = I, vom avea,
Bo1 A1y + Baa A1 =0,

de unde
Bay = —Bog Ao  Aj}!
iar din (2)
By = A — A A1aBoy.
Ordinea de calculare a blocurilor matricei B este: Baa, Bia, Bay si Big.
Exemplul 4.1.4. Sa se afle inversa matricei

213 4
A= 412 1
312 -1

Partitionam luand

N DN

4\ . 1
A =2, Aip=(34), An = <3) §i Ao = < 1 >

Calculdm By = P!, unde

_ -4 | =7
P = Ay — Ay A} Ayp = ( - — )

Pentru a afla P~! procedim prin acelasi algoritm, considerind A = P
si facand partitionarea

5
An =4, Aip=-7, Ay = 5 Agp = —T.

Avem calculele



Acum revenim la calculul inversei matricei A initiala. Avem
—1
Byo = P77,

1 _2 2
Bia = —Aj' A12Bas = —534) ( 5% %
1 21
1

3

2

21

By = *322A21A1_11 = < :

3

A1 :< B | Bis )
Ba1 | Bao
In incheierea acestui paragraf sa prezentam o aplicatie a matricelor la
schimbarea bazei unui spatiu vectorial.
Fie V un spatiu vectorial peste campul K cu dim V = n gi B =
{eM 02 e(™) o bazi a lui. Fati de aceastii bazi un vector z € V se
scrie In mod unic sub forma

By = Ay — A A9 By =

N
DN =

rezultand

n
T = E ze®,
i=1
ceea ce Inseamnd ca vectorului z ii corespunde vectorul linie z = (z1,...,z,)
din K™. De aici rezulta daca avem in V sistemul de vectori
1; B
$():($il7xi2a"'$in)a Z:1727"'7p7

atunci rangul sistemului de vectori {x(l), S ,x(p)} este egal cu rangul ma-
tricei coordonatelor

r11 T12 oo Tin
A= 21 X22 ... Xon
Tplr Tp2 ... Tpn
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Rezulta ca daca consideram in V sistemul de vectori B; =
{fO @ f1} dat fatd de B prin formulele

n
fJ:Zalje(l)a jzlvna
=1

atunci By formeazd o baza in V dacd si numai dacd matricea A = (a;;) €
M2 (K) este nesingulara.

In acest caz, A se numegte matricea schimbarii de baza sau matricea
de trecere de la baza B la baza B;.

Punand fata de B,

n

=Yy

Jj=1

si Inlocuind pe f;, avem

T = zn:yj <i: aije(i)> = Zaijyi e
j=1 i=1

i=1 \j=1

3
3

n
de unde, identificand cu x = Z xie(i), rezulta
i=1

Ty = E Ai5Y;j, 1= 17”’7
=1

care constituie formulele de schimbare a sistemului de coordonate, cores-
punzatoare schimbarii de baza B in B;. Sub form& matriciala formulele de
schimbare se scriu astfel

tr = Aly.

4.2 Determinanti

Consideram matricea patratica A = (a;;) € M,2(K) cu elemente din
campul K. Formam produse de forma ai;,,a2i, ... an;, , obtinute luand cate
un element si numai unul din fiecare linie si coloana a matricei A. Unui astfel
de produs 1i asociem permutarea (substitutia)

o (L2 )
11 19 in

numitd permutarea indicilor sai. Notam cu S,, multimea tuturor celor n!
permutari ale multimii {1,2,...,n}.
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In permutarea o € S,, avem o inversiune daci i < j si o(i) > o(j).
De exemplu, in permutarea

(1234
4 21 2
elementele 4 gi 2 prezinta o inversiune.
Prin Inv(G) notdm numdarul inversiunilor permutarii G, iar prin (o) =

(—1)!"(?) signatura permutirilor 0. Dacd (o) = 1, avem o permutare
ara, iar daca (o) = —1 avem o permutare impara.
Y

Definitia 4.2.1 Numim determinantul matricei patratice A = (a;;) €
M,2(K), elementul det A € K dat de formula

det A = Z e(o)ari, aziy - - - Qni,,

oES,
unde suma se extinde la toate cele n! permutdari din S,,.

Altfel spus, determinantul matricei A este elementul det A din K egal cu
suma a n! produse, unde in fiecare produs intra ca factor cate un element de pe
fiecare linie si coloana a matricei A, produsul avand semnul + sau — dupa cum
permutarea indicilor sii este para sau impara. Determinantul det A se zice de
ordinul n daca matricea A are ordinul n. Pentru det A folosim notatia

a1 a2 oo Q1

a1 ag9 PN )]
det A = "

anp1  ap2 cee Qpn

sau det A = |A| = |a;;|.
Vom prezenta acum proprietatile determinantilor.

Propozitia 4.2.1 Determinantul unei matrice este egal cu determinantul
transpusei sale.

Demonstratie. Valabilitatea Propozitiei rezulta din faptul ca o permutare o
si inversa ei 0~ au aceeasi paritate.

Din aceasta propozitie rezulta ca daca pentru liniile unui determinant
avem o propozitie adevarata, atunci aceasta este adevarata si pentru coloanele
determinantului. De aceea, in continuare, vom formula si justifica proprietatile
numai pentru liniile unui determinant.

Propozitia 4.2.2 Daca linia L; a matricei patratice A = (a;j) € M2 (K) este
suma a p vectori, atunci determinantul ei este egal cu suma a p determinanti
corespunzatori matricelor care au aceleasi linii cu A, cu exceptia liniei L; unde
are cate unul din cei p vectori.
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Demonstratie. Daca linia I; este suma a p vectori atunci

Zbgf), i=T,n

si putem scrie

P
det A = Z e(o)aij, ... aiyj, = Z e(o)aj, Z bg-? ey, =
k=1

oESy o€eSy,

p
E E aljl lj ...anjn,
k=10€S,

ceea ce trebuia demonstrat.

Propozitia 4.2.3 Daca intr-un determinant inmulfim o linie cu un factor
k € K, atunci valoarea determinantului se inmulteste cu k.

Demonstratie. Fie A = (a;;) € M,2(K) si B matricea obtinuta din A, in
care elementele liniei ¢ sunt inmultite cu k. Atunci

det (B) = > e(0)ay, ... (kaij,) ... an;, =

og€S,
=k Z 0)aii, - .. aj,an;, =k det A.
oES,

Propozitia 4.2.4 Daca intr-un determinant se schimba doud linii intre ele,
atunci valoarea lui isi schimbad semnul.

Demonstratie. Se observa ca prin schimbarea celor doua linii permutarea
indicilor 1gi schimba paritatea.

Propozitia 4.2.5 Daca intr-un determinant doua linii sunt identice, atunci
valoarea lui este zero.

Demonstratie. Daca in det A schimbam intre ele cele doud linii identice,
atunci, folosind propozitia 4.2.4 putem scrie det A = —det A, de unde det A =
0.

Propozitia 4.2.6 Daca intr-un determinant avem doua linii proportionale,
atunct valoarea lui este zero.

Demonstratie. Valabilitatea propozitiei rezulta din Propozitiile 4.2.3 si 4.2.5.

Propozitia 4.2.7 Daca intr-un determinant la o linie adaugam o combinatie
liniara de celelalte linii, atunci valoarea lui raémane neschimbata.
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Demosntratie. Se aplica Propozitiile 4.2.2 si 4.2.6.

Propozitia 4.2.8 Daca liniile matricei care defineste determinantul sunt
liniar dependente (matricea este singulard), atunci valoarea determinantului
este zero.

Demonstratie. Se aplica Propozitiile 4.2.2 si 4.2.6.
In particular, daca pe o linie a unui determinant avem numai zero, atunci
valoarea determinantului este zero.

Definitia 4.2.2 Numim minorul complementar al elementului a;; din ma-
tricea patraticd A = (ai;) € My2(K), determinantul asociat matricei extrase
din A prin eliminarea liniei i si coloanei j.

Notam M;; minorul complementar al elementului a;.

Definitia 4.2.3 Numim complementul algebric al elementului a;; din ma-
tricea pdtraticd A = (aj) € M,2(K) elementul A;; € K dat de relatia

Ay = (1) M.

Propozitia 4.2.9 Determinantul matricei A = (a;;) € My2(K) este egal cu
suma produselor elementelor liniei L; (i = 1,n) prin complementii lor algebrici,
adicda

det (A) = ailAﬂ + ...+ aiinj + ...+ amAm

Demosntratie. Se aratd ci efectuand produsele a;;A4;;, j = 1, n obtinem toate
produsele din definitia lui det A luate cu acelasi semn.

Corolarul 4.2.1 Daca in dezvoltarea determinantului det (A) dupd elementele
linier L; inlocuim aceste elemente prin elementele aq,...,oa, din K, atunci
suma obtinuta reprezintd determinantul matricei obtinutd din A prin inlocuirea
liniei L; cu vectorul (o, g, ..., Q).

Corolarul 4.2.2 Suma produselor elementelor unei linii L; ai matricei A =
(aij) € M,2(K) prin complementii algebrici ai elementelor altei linii L; este

egald cu zero.

De fapt, din Propozitia 4.2.9 si Corolarul 4.2.2 putem scrie

S aiy Ay = dudet A, ik =Tn.

j=1
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Observatia 4.2.1 Propozifia 4.2.9 se poate generaliza prin asa numita reguld
a lui Laplace. In acest scop se introduce notiunea de minor de ordinul k al
matricei A = (a;5) € My2(K), notat prin

J1:J25-:Jk

11,82,k
st flind determinatul asociat matricei de ordin k formatd cu elementele ce
se gasesc la intersectia lindilor iy, ... i cu coloanele ji,....jx (i1 < ... <
ik, j1 < ... < jr). Minorul complementar al minorului M7 7% notat prin

11,0200k
=—=J1,J2 - Jk . . .. . Ao
i ia.. i €Ste determinatul asociat matricei extrase din A prin inlaturarea

liniilor i1, ...,1, $i coloanelor ji,...,jk. Se numeste complementul algebric al
manorului M 7% 7% elementul A]M7? 7% € K dat de relatia
15225050k 215225450k

J1seesdle i1t ig g1 g I LTk
o = (ST A,
Regula lui Laplace ne spune ca determinantul unei matrice patratice
este egal cu suma produselor minorilor de pe k linii fixate ale matricei prin
complementii lor algebrici (v. [6]).

Observatia 4.2.2 Calculul unui determinant de ordin n se poate face cal-
culdnd numai determinanti de ordinul doi (de fapt, aplicind regula dreptun-
ghiulwi fara timpartirea la elemntul pivot). Fie de calculat

ail ai12 cee Qi e Q1n
det A = ;1 ;92 . Qi N in
Gn1 Ap2 ... QApj ... Qpn

Presupunem ca a; # 0. Impéartim linia intai cu aq; (in fata determi-
nantului se va Inmulti cu ai1). Apoi facem 0 pe prima coloana, ceea ce va face
ca elementul a;; sa fie Inlocuit prin

aij ajja11 — a1a;1 by .
Ajj — ——Qj] = ———————— = s Lj=2,n.
ai1 a11 a1j
Dezvoltand acum determinantul dupa prima coloana si scotand in noul
determinant factorul 1/a;; de pe fiecare linie, obtinem formula lui Chio:

bao  bag ... boy

det A — n172 532 b33 . bgn
agn

bn2 bn3 v bnn
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Practic se aplica repetat aceasta formula, In care elementele b;j, 7,7 =
2,n, se obtin prin "regula dreptunghiului” fard impértirea la elementul pivot.
Exemplu. Avem

Lo 1| a0 w2
-2 3 1 2
1 1 1
1 1| —
= 5821 =7 2 :4-1‘ 58 1‘:4-(-13):-52.
0 5 1

Utilizand regula lui Laplace se demonstreaza:

Propozitia 4.2.10 Determinantul produsului a doud matrice A si B de ordin
n este egal cu produsul determinantilor acestor matrice.

Propozitia 4.2.11 Conditia necesard si suficientd ca o matrice sd fie nesin-
gulara este ca determinantul ei sa fie diferit de zero.

Demonstratie. Necesitatea. Daca A este o matrice patraticad nesingulara,
atunci admite inversa si din relatia A=1A = I avem det (A™!) det (A) =1 si
deci det (A) # 0.

Suficienta. Daca det (A) # 0, matricea A nu poate fi singulara deoarece
dupa consecinta 4.2.8 ar rezulta det (A) = 0.

Corolarul 4.2.3 Rangul unei matrice este egal cu ordinul mazim al minorilor
diferiti de zero.

Acest corolar ne di un alt procedeu pentru aflarea rangului unei matrice.

Definitia 4.2.4 Se numeste matrice adjunctd a matricei A = (a;;) €
M,2(K) matricea notatd prin A* si datd prin A* = (Aj;), unde A;; este
complementul algebric al elementului a;; din A.

Altfel spus, A* este transpusa matricei formata cu complementii algebrici
ai elementelor matricei A.

Propozitia 4.2.12 Inversa unei matrice nesingulare A de ordin n este datd
de formula
-1 1
 det (A)

*
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Demonstratie. Folosind corolarul 4.2.2, avem

1 - Apj det (A)
A- CAF = 173 = 6;; = (8; =1,,
det A ;“J det (A) ( T det (A)> (9:5)

ceea ce trebuia demonstrat.
Formula din Propozitia 4.2.12 da un alt procedeu pentru calcularea in-
versei unei matrice.

4.3 Sisteme de ecuatii liniare

In acest paragraf vom aplica matricele si determinantii la rezolvarea
sistemelor de ecuatii liniare, intalnite in mod curent in aplicatiile economice.

Definitia 4.3.1 Se numeste sistem de m ecuatii liniare cu n necunoscute
peste campul K, un ansamblu de relatii de forma

a1121 + @122 + ...+ a1 T, = by,
(4.2) a2171 + A222 + . .. + A2, Ty = by,

Am1%1 + AmaZ2 + ...+ CmnTp = b,

unde a;; € K, i = 1,m, j = 1,n sunt coeficientii sistemului, b,,...,b, €
K termenii liberi ai sistemului, iar x1,...,z, € K sunt necunoscutele
sistemului.

Daca cel putin un termen liber este diferit de zero atunci vom spune cd
sistemul este neomogen, iar daca tofi termenii liberi sunt nuli, atunci vom
zice ca sistemul este neomogen.

Definitia 4.3.2 Numim solutie a sistemului (4.2) orice ansamblu format din
n elemente a1, oo, ..., qn din K cu proprietatea ca inlocuind in membrii stangi
ai ecuatiilor sistemului x; = o, i = 1,n, si fdcand calculele, se obtin elementele
corespunzatoare din membrii drepti.

Definitia 4.3.3 Un sistem de ecuatii liniare se zice ca este compatibil daca
are cel putin o solutie si incompatibil in caz contrar.

Matricea
ai ai12 N A1n
a a . a
A= 21 22 2n
an1 an2 e Amn,
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se numeste matricea sistemului, iar matricea

a1 ai2 . QA1n bl
A= a21 a2 ... Q2n bo
an1 an2 cee OGmn bm.

se numegte matricea extinsi (completd) a sistemului (4.2)

Notand cu X = Y(z1,22,...,2,) vectorul coloand al necunoscutelor si
cu B = t(by,ba,...,by,) vectorul termenilor liberi, sistemul (4.2) se poate scrie

sub forma matriceala
AX = B.

Definitia 4.3.4 Numim sistem Cramer un sistem de n ecualii liniare cu
n necunoscute pentru care matricea A a sistemului este nesingulard, adicd
det A # 0.

Pentru astfel de sisteme are loc:

Teorema 4.3.1 (Cramer). Orice sistem Cramer este compatibil determi-
nat (are solufie unicd) si
A,
Ti = —,
" det A

unde A; este determinantul matricei obtinutda din matricea A a sistemului prin
inlocuirea coloanei C; cu coloana B a termenilor liberi.

1= 1,n,

Demonstratie. Tinand seama ca A este nesingulard, din forma matriceala
a sistemului obtinem X = A~!B, care ne aratd ci sistemul este compatibil.
Cum A~! = (det A)~'A*, unde A* este matricea adjunctd a matricei A (v.
Propozitia 4.2.12), inlocuind in X = A~ B, obtinem

Z Ap1bg

kil

> Apoby Ay

k=1 Ag

1 1 : 1 e
X=— AB=—-_| ,° - -,

det (A) det (A) det A | Qi

Z Apiby .

k=1 A

Z Akmbr,

k=1
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de unde
AV

x; = ,
" det (A)
Prezentam acum metoda eliminarii totale (Gauss—Jordan) pentru

aflarea solutiilor pentru sistemele Cramer.
In acest scop, scriem matricea extinsa a sistemului gi avem succesiv

1=1,n.

(4.3) (A|B) = (A™'- A|]A™' . B) = (1| X).

unde I este matricea unitate de ordinul n.

Practic se lucreaza cu metoda dreptunghiului, prin care pe pozitia
lui A facem sa apara I, iar pe pozitia lui B va aparea solutia sistemului.
Exemplul 4.3.1. Sa se rezolve sistemul

21’1+3(L’2+1’3:6
31’1—$2—2$3:7

xr1 — 2x9 + 33 = —3.

Avem succesiv

2 3 1/6 13 113
3 -1 27 |=10 —% -l -2 |=
1 2 3]-3 0 -4 3 |-6
1 0 717 %4{ 1 0 0]2
=10 1 | o1 =10 1 0|1 |,
0 0 22 |-22 0 0 1]-1
de unde x; = 2,20 = 2,23 = —1.

Observatia 4.3.1 Dacd in transformarile (4.4) facem ca in locul lui I, sa
apara o matrice triunghiulara superioarda avand elementele de pe diagonala

principala egale cu 1, atunci se zice ca se rezolva sistemul prin metoda
eliminarii partiale.

De exemplu, pentru sistemul din exemplul 4.3.1, lucrand prin metoda
eliminarii partiale, avem:

2 3 1|6 12 L3
3.1 2|7 |=(0 Y -I|]-2|=
1 -2 3]|-3 0 —2 > | -6
3 1 3 1
;o3| A
= 0 1 I i = 0 1 7| 17 ;
0 0 |- 0 0 1 |-1
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iar de aici

7 4 4 7
xgz—lza?g—l—ixgzﬁ, deundeacgzﬁ—l—ﬁ:l:
3 1 3 1
x1+§x2+§m3:3, deundex1=3—§+§:2.

Sa revenim acum la cazul general al sistemelor de m ecuatii liniare cu n
necunoscute. Mai intai sa prezentam doua criterii de compatibilitate date de
teorema lui Kronecker—Capelli si Rouché-Frobenius.

Teorema 4.3.2 Kronecker—Capelli. Conditia necesarda si suficientda ca un
sistem de ecuatii liniare sa fie compatibil este ca rangul matricei sistemului sa
fie egal cu rangul matricei extinse.

Demonstratie. Fie A = {C4,Cs,...,C,} sistemul de vectori coloane ai ma-
tricei A a sistemului (4.2); sistemul (4.2) poate fi scris sub forma

r1C1 + 22Cy + ...+ 2,Cp, = B,

de unde rezulta ca el este compatibil daca si numai daca rangul sistemului de
vectori coloane {C1,Cs,...,Cy} ai matricei A este egal cu rangul sistemului de
vectori coloane {C1, Cy, ..., C,, B} ai matricei extinse A, ceea ce este echivalent
cu faptul ci matricele A si A au acelagi rang.

Definitia 4.3.5 Numim determinantul principal pentru sistemul de ecuatii
lintare (4.2) orice minor de ordin maxim diferit de zero al matricei sistemului.

FEste evident ca ordinul unui determinant principal este egal cu rangul
matrices sistemulus.

Definitia 4.3.6 Numim determinant caracteristic asociat unui determi-
nant principal fixat, orice minor principal al matricei extinse obfinut prin com-
pletarea (bordarea) determinantului principal cu o linie formatd din elemen-
tele corespunzatoare de pe una din liniile ramase $i cu coloana termenilor liberi
corespunzatori.

Daca rangul matricei sistemului este egal cu numarul m al ecuatiilor,
atunci nu avem determinanti caracteristici, sistemuul fiind totdeauna compa-
tibil deoarece rangul matricei extinse este tot m.

Teorema 4.3.3 (Rouché—Frobenius). Conditia necesard si suficientd ca un
sistem de ecuatii liniare sa fie compatibil este ca tofi determinantii caracteristici
asociafi unui determinant principal ol sistemului sa fie nuli.
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Demonstratie. Necesitatea. Fie r rangul matricei A a sistemului (4.2). Daca
sistemul este compatibil, atunci dupa teorema lui Kronecker—Capelli, rangul
matricei extinse A este egal cu r si deci toti determinantii caracteristici sunt
nuli deoarece sunt minori de ordinul 4+ 1 pentru A.

Suficienta. Fara a restrange generalizarea sa presupunem ca

aix aiz ... Qair
a Qa ..o Qa
(44) A — 21 22 2r
p PR PR ... PR
Gr1 Qr2 ... Qpr

este un determinant principal pentru care toti determinantii caracteristici sunt
nuli. Considerand matricele

ail . A1n b1
asy a2n bg
(4.5) , s=1,2,....m—r
Qr1 QAyp br
Qr4s1 -+ Qrysn br+s

extrase din matricea extinsi A, constatim ca ele au toate rangul r. intr—adevér,
primele C;,Cy,...,C, coloane sunt liniar independente deoarece A, # 0,
coloanele Cj41,Crqo,...,C, sunt combinatii liniare de Cy,Cs, ..., ) pen-
tru cd matricea A are rangul 7, iar coloana C,11 este combinatie liniard de
C1,...,C, deoarece determinantii caracteristici sunt nuli. Atunci rang A =
rang A si, pe baza teoremei lui Kronecker-Capelli, rezultd ca sistemul este
compatibil.

Definitia 4.3.7 Subsistemul sitemului (4.2) de ecuatii liniare format din
ecuatiile corespunzatoare liniilor unui determinant principal se numeste sub-
sistem principal, §i ecuatiile lui se numesc ecuatii principale. Celelalte
ecuatii ale sistemului (4.2) se numesc ecuatii secundare. Necunoscutele
corespunzatoare coloanelor unui determinant principal se numesc necunoscute
principale, iar celelalte se numesc necunoscute secundare (libere).

Definitia 4.3.8 Douad sisteme de ecuatii liniare se numesc echivalente daca
orice solutie a unuia este solutie $i pentru celelalt.

Usor se verifica ca aceasta relatie este intr-adevar o relatie de echivalenta.

Teorema 4.3.4 Un sistem liniar compatibil este echivalent cu orice subsistem
principal al sau.

Demonstratie. Este evident ca orice solutie a sistemului (4.2) este solutie
pentru orice subsistem al sau deoarece ea verifica fiecare ecuatie a sistemului.
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Reciproc, sa consideram subsistemul principal cu determinantul principal (4.4).
Cum matricele (4.5) au toate rangul r, ultima linie este o combinatie liniard de
celelalte gi deci avem:

Lyys=MLi+XLo+...+NL,, s=1,2,....m—r,

de unde

(46) Qpis,j = )\10,]‘1 + )\Qajg 4+ ...+ /\Tajr, j=1n
si

(47) brys = A1b1 + Aaba + ...+ A\b,.

Daca punem

[t

Ei=anz1+...+ammry —b;, i=1,n,

atunci inmultind egalitatile (4.6) corespunzator cu «;, j = 1,n, egalitatea (4.7)
cu —1 gi adunandu-le obtinem

(48) Er+s=A1E1—|—A2E2—|—...—|—ArEr, 821,2,...,771—7‘

Acum, daca consideram o solutie a subsistemului principal atunci 1 =
0,...,E. =0, iar din (4.9) rezultd cd si F,1s =0, s = 1,2,...,m —r. Deci,
sistemul (4.2) este echivalent cu subsistemul principal considerat.

Practic, rezolvarea unui sistem compatibil de ecuatii liniare se reduce la
rezolvarea unui subsistem principal al sau, in care termenii cu necunoscutele
secundare au fost trecute iIn membrul doi, acestea devenind parametrii.

Subsistemul principal este un sistem Cramer si se poate rezolva cu oricare
din metodele date mai sus.

Observatia 4.3.2 Metodele eliminarii totale sau partiale se pot aplica si la
studierea compatibilitatii unui sistem de ecuatii liniare. Si anume, dacd nu
se mai pot face cifre de 1 pe diagonala ce pleaca din a1y si pe liniile care nu
avem cifre de 1 gasim numai zerouri, atat in matricea sistemului cat si la
termenii liberi, atunci sistemul este compatibil. In caz contrar, sistemul este
incompatibil.

Exemplul 4.3.2. Sa consideram sistemul
T, — 2o+ 2x3+ x4 +2x5=1
201 +x9 +x3 — x4 + 325 =5
T, — 4x9 + Dxg + 4xy = 2.
Utilizand metoda eliminarii totale, avem succesiv:
1 -1 2 1 1|1 1 -1 2 1 1|1
2 1 1 -1 3|5 ]=|l0 3 -3 3 1|3 |=
2 -4 5 4 012 0o -3 3 3 -1/-3
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1 0 1 0 % 2
=101 -1 -1 |1
00 0 0 01]0

Rezulta ca rangul matricei sistemului este 2 i cum pe linia a treia avem
numai zero, deducem ca avem un sistem compatibil nedeterminat. Solutiile
sistemului sunt

4
m1:2—a—§c; x2=1+a+b—§; r3s=a; x4=0; x5=c, a,bceR.

Exemplul 4.3.3. Sa se rezolve sistemul
T1—3rst+ax3t+ag=1
1 — 39 + 13 — 204 = —1
1 —3x9 + 23+ 54 =6

Folosim metoda eliminarii totale si avem:

1 -3 1 1|1 1 -3 1 1|1
1 3 1 -2/-1 |=|0 0 -3 =
1 -3 1 516 0 0 0 4|5
1 =3 1 0| —3
=10 0 0 1] 2
0 0 0 0] 7

Cum pe linia a treia avem o situatie imposibila, rezulta ca sistemul este
incompatibil.

In incheierea acestui paragraf sa facem cateva observatii cu privire la
sistemele omogene de ecuatii liniare.

Cum la orice sistem omogen rang A = rang A, rezulti ci el este com-
patibil, avand evident solutia 1 = o = ... = x,, = 0, numita solutie nula sau
banala.

Un sistem omogen va avea solutii diferite de solutia banala numai daca
rangul sau va fi mai mic decat numéarul necunoscutelor.

Teorema 4.3.5 Multimea solutitlor unui sistem omogen de ecuatit liniare
peste campul K, cu n necunoscute gi rang v, r < n, formeazd un subspaliu
vectorial V, cu dim V =n —r, al spatiului K™.

Demonstratie. Consideram ca subsistemul principal asociat are determinan-
tul principal A, dat de (4.4) si notdm necunoscutele secundare z,41, ..., Tn_r
respectiv prin Aq, Ag, ..., A,_,. Solutia generala a sistemului omogen este:

T = oA + A+ . F AN, =17
xr-{-k:Alm k=1n-r,
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care sub forma vectoriald (matriceald) se scrie

(4.9) X= 2 V+XYo+...+\NY,
unde
11 12 ay
o n—r
Q2] '22 Q2 n—r
«
Y1 = 1 Yo = 62 N Qp n—r )
1
1 0
0 : 1
0
sunt solutii particulare ale sistemului omogen.
Se observa ca Y7,Ys,...,Y,_, sunt vectori liniari independenti in K™,

deoarece considerand matricea formata cu componentele lor, submatricea ei
compusa din ultimele n — r linii este matricea unitate de ordinul n — r. Cu
aceasta teorema este demonstrata.

Din teorema 4.3.5 si (4.9) rezulta

Corolarul 4.3.1 Suma a doud solutii a unui sistem omogen este, de asemenea,
o solutie a lui.

Corolarul 4.3.2 Produsul dintre o solutie a unui sistem omogen peste un
camp K cu un element din K este tot o solufie a sistemului.

4.4 Probleme

1. Aratati ca:

a) multimea matricelor patratice simetrice de ordin n peste campul K
formeaza un subspatiu vectorial de dimensiune n(n + 1)/2 al spatiului
vectorial M2 (K) al matricelor patratice de ordin n;

b) multimea matricelor patratice antisimetrice de ordin n peste cAmpul K
formeaza un subspatiu vectorial de dimensiune n(n — 1)/2 al spatiului
vectorial M2 (K) al matricelor patratice de ordin n;

¢) M,2(K) este suma directd a subspatiilor vectorial de la a) si b).

2. Aratati operatia de inmultire a matricelor determind pe multimea
matricelor ortogonale de ordin n peste K o structura de grup.

3. Aridtati ca transpusa unei matrice ortogonale este tot o matrice or-
togonala.

4. Utilizand transformarile elementare, aflati rangul matricelor:
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9 _1 3 _9 4 3 -1 3 2 5
1 -3 2 3 4
a) -2 5 1 7 |; b)
9 -1 1 8 2 1 -3 -5 0 -7
7 -5 1 4 1
43 -5 9 3 1 -1 -2 1 0
2 -2 -3 -1 -5
8 6 -7 4 2
-1 2 0 2 5
c) 4 3 -8 2 7 |[; d)
0 4 -1 0 3
4 3 1 2 -5
46 —1 4 —6 3 1 -1 2 7
1 -1 0 -3 6
5. Daca a € R, aflati rangul matricei
31 1 4
a 4 10 1
A= 1 7 17 3
2 2 4 3

6. Determinati a si b asa Incat rang A = 2, unde

1 3 1 —2
A= 2 6 -3 —4
a b 6 2

7. Fiind data matricea

_ 2 _
A:(l a+2a 1 a>’ _—

a—a a

calculati A", n=1,2,....
8. Calculati A", n=1,2,..., daca
1 0
A=l 0o 1
-1 -1

—
—

O = OO

_— o o o

9. Utilizdnd "metoda dreptunghiului”, aflati A~! pentru matricele:

2 5 7
16 —4
a)A—<_5 19 ), byA={( 6 3 4 |;

5 —2 -3
11 1 1 2 3 1 2
1 1 -1 -1 21 5 0
gA=11 4 1 q | A=l 3 09 3 [
1 -1 -1 1 1 40 3
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O =
— |
S|
|
QO
o O

e) A= 0 0 1 0
0o 0 o ... 1
10. Utilizand partitionarea in blocuri calculati A~! pentru matricele:
2 1 111
a) A= 3 3 2 ]; b
1 2 1 2 3 3 1
1 2 21

11. Calculati rangul matricei coordonatelor, aflati rangul sistemelor de
vectori:

a) ) = (1,0,0,-1), 2® = (2,1,1,0), 2 = (1,1,1,1), 2¥ = (1,2,3,4),
2®) =(0,1,2,3);
b) M =(1,1,1,1,0), z® = (1,1, -1, -1, 1), 2 = (2,2,0,0, -1), 24 =

(1,1,5,5,2), z® = (1,-1,-1,0,0).

12. Utilizand formula lui Chio, calculati determinantii:

3 9 4 1 2 3 21 1
2 3 -1 1 -3 2 2 4 -1
a)Alz b)Ag: 4 1 2 3 4
1 -1 2 3
9 1 1 9 2 3 1 2 —4
3 4 2 3 -2
13. Aratati ca
a1 a2 ... Gin a1
21 Q22 Q23 G2p A2 n.on
=z det (A) — Z ZAijxiyja
Apl Ap2 ... Gpp  Tp i=1 j=1
Y1 Y2 .- Un Z

unde A = (a;;) € M,2(K), iar A;; este complementul algebric al elementului
a;; in matricea A.
14. Daca f(z) = (r1 —x)...(r, — x), demonstrati ca

1 a a ... a

b r o4 . a af®) =bi@)
b b T3 a — a—2b

L o
bbb ..o, f(a)—af'(a) , dacidb=a.

15. Utilizand matricea adjuncta, calculati inversa matricelor:
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2 3 4 1
2.3 1 -3 4 2 1
a) A= 3 2 1 b) A= 5 3 1 —4
43 =2 1 2 3 -2

¢) Utilizand regula lui Laplace, calculati determinantii:

11 3 4
20 0 8
a) Ai=|3 0 g 2|
4 4 7 5

S 9 1 3 9 120000

34000 0

40700 76 5 4 0 0
236 4 5

50 40 0 512 6 7 3

2 7 5 3 4 1

16. Utilizand metoda eliminarii totale rezolvati sistemele de ecuatii
liniare:

a) 2z +2x9 —x3 Haxg =4 b) 2z —x9 +3z3 =9
4r1 +3x9 —x3 +2x4 =6 3r1 —bry “4x3 =-—4
8r1 +dro —3x3 +4xy =12 4dr1 —Tzo a3 =5
3r1 +3z0 —2x3 +2x4 =6

¢) 3xr; —2x9 —baxy +x4 =3

2x1 —3ry +x3 +5x4 = -3
X1 +2I2 741‘4 =-3

A —X2 74%3 +9$4 = 22

d) X1 +2I2 +31‘3 +4£C4 +5l’5 = 2
21’1 +3£L’2 +7(E3 +10£L’4 +13£E5 =12
3xy +bxe +1lxs +16x4 +21z5 =17
2ry —Txe +T7x3s +7x4 +2x5 =57
1 44z +bxz  +3x4 +10z5 =7

e) ary +xy Hxz =1
T +axre “+x3 = 1
T 4z 43 =1,a€R

f) S5x1 —3ry +2x3 +4x4 =3
41‘1 —QIQ +31173 +71’4 =1
8$1 76:E2 —X3 *5%4 =9
71’1 —3!E2 +7IE3 +17(L‘4 =
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T
T
2.’171
3371
51‘1

2371
41‘1
6331
)\.’El

17. Utilizand metoda eliminarii partiale, rezolvati sistemele:

T
21’1
Z1

T
2.’171
3371

Z1

18. Rezolvati sistemele omogene de ecuatii liniare:

21‘1
33]1
41’1

23]1
41’1
2.’)3‘1

T
2.’171
-7
333‘1

2371
31‘1
Z1

+2£L’2
+4£C2
+9!E2
+7$2
+71‘2

—T9
—2562
*31’2
—4%2

+4£172
+5£C2
—3{E2

+Z2

+.’L‘2
—21‘2
—Zq

“+xo
+5£172
—5$2

—Z9
—2£C2
—T9

+2£U2
+T2
—T9
+T2

+xo
—T9
+2I2

+3£B3
+5$3
+8,’E3
+7l‘3
+9$3

+3$3
+5$3
+7’$3
+9£E3

+3£L‘3
+4$3
—2$3

+I3
+$3

—5333

—4:133
*71‘3
—6(E3

+5£L‘3
+7$3
+x3

+x3
—T3
+2x3
—2333

—T3
+3$3
—T3

+£L'4 = 3
+2(E4 =
+3$4 =
+2x4 =12
+2.I‘4 =20

+4xy =5
+6I4 =
+8ZL’4 =
+10x4 =11

=1
=4
=5
—2x, —Txs
—2375
—Ty
+xs5
+3£L‘4

=0

=0

=0

+7x4 =0
+5(E4 =
—5$4 =0
—x4 = 0
—Ty4 = 0
+z4, =0
+z4 =0
4z, =0
—xy =
+x4 = 0
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4.5 Testul Nr. 3 de verificare a cunostintelor

1. Definiti urmatoarele notiuni:

a
b

) Matrice patratica simetricé;
c¢) Inversa unei matrice patratice;

Matrice patratica singulara;

d

e

Determinant al unei matrice patratice;

Sistem Cramer.
Enuntati urmatoarele teoreme:

a) Teorema rangului;
b) Teorema lui Kronecker - Capelli;

c¢) Teorema lui Rouché - Frobenius.

2. Aflati cu ajutorul transformarilor elementare rangul matricei:

2 2 3 -1

1 -1 0 1

A= -1 2 1 0

2 -2 0 2

3. Calculati determinantul de ordinul n, n > 2:

1 — Y1 1 — Y2 e X1 — Yn
D= T2 —Y1 L2—Y2 ... T2~ Yn
Tn —Y1 Tn—Y2 ... Tn —Yn

4. Sa se discute dupa parametrul real m sistemul:

mx+4y = 3m—2
T+ my m? —2

5. Folosind metoda eliminarii partiale sa se rezolve sistemul:

2 1 2 1
Ar=B,cu A= 1 0 1 ;. B=1| 2
1 1 0 1
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. Folosind metoda eliminarii totale sa se rezolve sistemul

01 2 1
Ar=B,cu A= 1 2 1 ;. B=1| -1
1 1 0 2
. Folosind metoda eliminarii totale sa se rezolve sistemul:
2 1 2 1
Ar=B,cu A=| 1 0 1 ;. B=| 2
1 1 0 1

. Folosind metoda lui Laplace sa se calculeze determinantul

1 0 0 0 2
01 0 0 3
D=z 0 1 0 4
zr x 0 1 5
r x x 0 6

. Folosind metoda lui Laplace sa se calculeze determinantul

1 2 2 1
01 0 2
D72011
0 2 01

. Folosind formula lui Chio sa se calculeze determinantul

1 2 2 1
01 0 2
D72011
0 2 01
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Capitolul 5

Operatori liniari. Forme
biliniare si forme patratice

?Ceea ce nu-mi explic, ma nelinistete”.

(Anatol France)

In  modelarea matematici a fenomenelor din realitatea

inconjuratoare, in particular cea economica, unul dintre cele mai des
folosite concepte este cel de liniaritate.

Acesta se datoreaza, atat simplitatii conceptului de liniaritate, cat si
faptului ca aproximarea unor situatii neliniare prin situatii liniare, aga numitul
”principiu al liniaritatii”, constituie una din metodele de baza in studiul
realitatii.

5.1 Operatori liniari
Fie X si Y doua spatii vectoriale peste acelagi camp K.

Definitia 5.1.1 Numim operator liniar sau transformare liniara sau
omomorfism de spatii vectoriale, o aplicatiec T : X — Y care satisface
conditiile:

10, T(zW4+22) = T(aM)+ T (@), (V)2W) € X, (V)22 € X (aditivitate),
20, T(AxW) = AT(2W), (V)A€ K, (V)2 € X (omogenitate).

Teorema 5.1.1 Operatorul T : X — Y este liniar daca st numai daca pentru
orice tV) 22 € X si orice A\, \y € K, avem

(5.1) Tz + Az@) = T (M) + AT (2?).
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Demonstratie. Sa admitem cd T este operator liniar, atunci, folosind
conditiile 1° i 2° din Definitia 5.1.1, avem:

Tz® + Xz®) = T(AzW) + T(Az®) = M T (W) + \T(2?),

ceea ce trebuia demonstrat.

Reciproc, dacd in (5.1) punem Ay = Ay = 1, obtinem conditia 1° din
Definitia 5.1.1, iar daca punem A2 = 0. obtinem conditia 2° din aceeasi
definitie.

Daca X =Y un operator liniar se numeste endomorfism. Daca trans-
formarea liniara T este bijectiva, atunci ea se numeste izomorfism de spatii
vectoriale. Un endomorfism bijectiv se numeste automorfism al lui X.

Cum orice camp K este un spatiu vectorial peste el insusi, atunci
putem considera un operator liniar T : X — K, numit gi forma liniara
sau functionala liniara.

In continuare vom nota cu L(X,Y) multimea operatorilor liniari definiti
pe X cu valoriin Y.

Exemple. 5.1.1. Fie P, spatiu vectorial al polinoamelor de grad cel mult n
peste campul K. Aplicatia T : P, — Pn_1, T(f) = f’, adica derivata lui f,
oricare ar fi f € P,,, este un operator liniar.

intr—adevér, oricare ar fi f1, fo € P, si oricare ar fi A1, Ay € K avem

T fi+ X2 f2) = Aifi + Ao f2) = A fl+ Aafs = MT(f1) + AT (f2).

5.1.2. Fie X un spatiu vectorial n—dimensional peste campul K si B =
{eM e e™Y o bazi in el si a1,as,...,a, € K scalari fixati. Aplicatia

f: X —K, f(z)= Z a;x;, unde x = Z 2, este o functionald liniari.
i=1 i=1

5.1.3. Fie X un spatiu vectorial peste cimpul K §i a un element fixat
din K. Aplicatia T, : X — X definita prin T,(z) = ax, pentru orice z € X,
este un operator liniar. Aplicatia T, se numeste omotetia spatiului X de
raport a € K.

Propozitia 5.1.1 Daca T € L(X,Y), atunci avem
1°. T'(0z) = Oy, unde Ox si Oy sunt vectorii nuli ai spatiilor X siY;
2°. T(—x) = —T(z), oricare ar fix € X.

Demonstratia propozitiei rezultad din faptul cd T este un omomorfism
intre grupurile comutative (X, +) si (Y, +).

Propozitia 5.1.2 Daca T € L(X,Y) si X1 este un subspafiv al lui X, atunci
T(X1) este un subspatiu in'Y .
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Demonstratie. Pentru orice vectori y1,y2 € T'(x1) exista M () € X astfel
cay; = T(xW), yo = T(x?). Considerand A\;,\y € K si folosind Teorema
5.1.1, avem

Myr 4+ Aaye = MT (W) + XT(2@) = T(Az® + Az@).

Cum Az 4+ Az € X1, rezultd ca Ay + Aayo € T(X1), ceea ce ne
aratd cd T'(z1) este un subspatiu vectorial al lui Y.

In particular, T'(X) este un subspatiu al lui Y si se noteaza cu ImT.
Dimensiunea lui ImT se numeste rangul transformarii 7'

Observatia 5.1.1 Orice transformare liniara pastreazd liniar dependenta
unui sistem de vectori, tar dacd este injectiva, atunci pastreaza $i liniar
independenta.

In particular, dacd B = {e(l), .. .,e(")} este o baza in X gi transfor-
marea T € L(X,Y) este injectivd, atunci By = {T(eM,... T(e™))} este o
baza inY.

Propozitia 5.1.3 Daca T € L(X,Y) $i Y1 este un subspatiu ol lui Y, atunci
contraimaginea T~1(Y1) este un subspativ al lui X.

Demonstratie. Fie z(1), 2 € T-1(Y}); atunci T(2™M), T(z®) € Y7 si deci
pentru orice A1, Ao € K avem A\ T(z(M) 4+ \oT(2?) = T(AzM + Xoz?)) € V7.
Prin urmare, Ayz(Y) + Aoz € T=1(Y}) si deciT ' (Y7) este subspatiu al lui X.

In particular, T~*({0y}), unde Oy este vectorul nul din Y, este un
subspatiu al lui X, care se numegte nucleul operatorului liniar 7" gi se noteaza
cu kerT.

Se verificd imediat ca operatorul T € L(X,Y) este injectiv daca i numai
dacd ker T' = {6z}, Oz fiind vectorul nul din X.

Dimesiunea nucleului ker T se numeste defectul transformarii liniare 7.
Se demonstreaza ca

dim(kerT) + dim(Im T) = dim X (v. [6])

Deoarece operatorii liniari sunt functii, operatiile cu functii vor con-
duce la operatii cu transforméri liniare. Astfel, dacd T1,T> € L(X,Y), atunci
T+T: X —>Y, (T +T)(x) =Ti(x)+Ta(z), (V)z € K, defineste adunarea
lor; kK17 : X = Y, (kTh)(z) = kT (z), k € K, (V)z € X defineste multimea
operatorului liniar 77 cu un scalar k € K.

De asemenea, daca Ty € L(X,Y) si Ty € L(Y, Z), atunci ThoT : X — Z,
(Ty o Ty)(z) = To(Ti(x)), (V)z € X, definegte compunerea a doud trans-
formari liniare. 75 o T se noteaza, uneori, gi cu 1577 si se numeste produsul
transformarilor 75 si T7.

Se verifica imediat ca suma a doua transformari liniare este tot o trans-
formare liniara si, de asemenea, produsul unei transformari liniare cu un scalar
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este tot o transformare liniara, adici L(X,Y’) este un subspatiu vectorial al
spatiului vectorial Hom(X,Y') peste K al tuturor functiilor definite pe X cu
valori in Y.

In particular multimea L(X, K) a functionalelor liniare definite pe
spatiul vectorial X cu valori in campul K este un spatiu vectorial numit dualul
algebric al spatiului vectorial X si este notat prin X*.

Se arata ca produsul a doud transformari liniare este tot o transformare
liniara, iar daca T € L(X,Y) este bijectivd, atunci T-1 € L(Y, X), adici
este tot o transformare liniard. Rezultd cd L(X, X) in raport cu operatiile de
adunare si compunere este un inel cu element unitate.

In continuare vom arita ci un operator liniar intre doua spatii vectorial
finit dimensionale peste campul K este complet determinat de o matrice cu
elemente din K.

Fie X si Y doua spatii vectoriale peste acelagi camp K de dimensiuni fi-
nite, respectiv n i m; T € L(X, Y) un operator liniar, B = {eM), e ... e}

o bazi in X §1 31 = {f(1 @ m)} o bazi in Y. Deoarece oricare ar fi
re X, x= ij @) avem T(x Zm] eW)), iar vectorii T(e@)) € Y
Jj=1
j = 1,n, se exprima, unic in functie de coordonatele lor in baza Bj:
(5.2) () Za O, =T,
avem
(5.3) T(x)=>» zj Zauf Z Zaijmj ra.
j=1  i=1 i=1 \j=1

Dacd y = T(z) = t(y1, Y2, - - - , Yn) In baza B;, atunci comparand cu (5.3)
gasim

(54) Y; = Zaijxj, i = 1,’/77‘7

relatii ce pot fi scrise matriceal sub forma
(5.5) y = Az,

unde ‘z = (x1,...,7,) x;, i = 1,n fiind coordonatele lui = in baza Bj, iar
matricea A = (a;;) € Mpxn(K) are pe coloane coordonatele imaginilor vec-
torilor din baza B in baza B;. Matricea A se numeste matricea asociata
(asociata) transformérii T fatd de cele doud baze B i By alese in spatiile X
si Y. Ea este unic determinata de relatiile (5.2). Relatiile (5.4) sau (5.5) se
numesc ecuatiile operatorului liniar in bazele B si B;.
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Se arata ca rangul transformarii liniare este egal cu rangul matricei aso-
ciate ei fata de doud baze.

In adevir, rangul transformarii 7" fiind, conform definitiei, dimensiunea
spatiului imagine, este egal cu rangul sistemului de vectori {T'(et))} j—Tm» care
il genereazd pe aceasta. Cum vectorii T'(e?)
tricei A, rezulta ca rang A =rang T.
Exemplul 5.1.4. Dacd T € L(R3 R?), (z) = (z1 — 3wa, —4x1 + 222 + 73),
r = (v1,22,23) si B = {eM,e® ™} M) = (1,0,0), e? = (0,1,0),
e® = (0,0,1), respectiv By = {fM, f@}, fO = (1,0), f& = (0,1) sunt
bazele canonice, atunci matricea atagata lui T este

1 -3 0
a=(L50)

deoarece T'(eM) = (1, —4), T(e®) = (=3,2), T(e®) = (0,1).
Fie acum T1,T» € L(X,Y) si T = T} + T suma lor. Avem

j=Tm» sunt vectori coloana ai ma-
;

T(e(j)) _ Tl(e(j)) + Tg(e(j)), j=1,n

de unde notand cu A; matricea atagata lui T, A matricea atagatd lui To
si cu C matricea atasata lui T, deducem ca C = A; + As, adicd matricea
transformarii sumei este suma matricelor transformarilor termeni.

Analog, se arata ca matricea produs dintre un scalar gi o transformare
liniara este produsul scalarului cu matricea acelei transformari, iar matricea
transformarii liniare produs este egala cu produsul matricelor transformarilor
liniare factori.

De aici, rezulta

Propozitia 5.1.4 i) Functia care asociazd fiecarui operator liniar T €
L(X,Y), dmX = n, dimY = m, matricea corespunzdtoare ei fatd de
doud baze fizate, este un izomorfism intre spatiul vectorial L(X,Y) si
spatiul vectorial M« (K) al matricelor de tipul m x n peste K.

it) Functia care asociazd fiecarui operator T € L(X,X), dim X = n, ma-
tricea corespunzatoare ei intr-o baza fixata in X, este un izomorfism intre
inelul L(X, X) ¢i inelul matricelor patratice de ordin n peste K.

Acum sa cercetam cum se schimba matricea atagata unei transformari
liniare la schimbarea bazelor.

Teorema 5.1.2 Fie B si B’ baze in spatiul vectorial n—dimensional X peste K,
iar By si B} baze in spatiul vectorial m—dimensional Y peste acelagi camp K.
DacaT € L(X,Y), A este matricea transformarii T fatd de bazele B si By, iar
Ay este matricea transformarii T fatd de bazele B' si B}, atunci Ay = D1AC,
unde C' st D sunt matricele de trecere de la baza B la B’ respectiv de la By la
Bj.
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Demonstratie. Conform celor demnstrate in Capitolul IV, daca
(x1,...,2,) = ‘'z sunt coordonatele unui vector x € X 1in baza B si
(),...,x}) = '’ sunt coordonatele aceluiagi vector z in baza B’, atunci
x = C7', unde C este matricea trecerii de la baza B la baza B’, avand pe
coloane coordonatele vectorilor bazei B’ in raport cu B. Analog, daca avem
(y1,--+,Ym) = 'y coordonatele imaginii y = T'(z) in By si (v),...,9,,) =4/
coordonatele lui y in baza B}, atunci y = Dy'.

Tinand seama ca T este un operator liniar, cu notatiile din enunt, avem
y = Ax respectiv y' = Aj2’, de unde inlocuind ' = C~ 'z, 3y = D1y s
y=Ariny = A2, gisim D"t Az = A;C 'z, de unde D~'A = A;C~1, care
este echivalentd cu D™1AC = A;.

Observatia 5.1.2 Daca T € L(X, X), dim X = n, A matricea atasatd lui T
in raport cu baza B, iar Ay este matricea atasatd lui T in raport cu baza By,
atunci Ay = CYAC, unde C este matricea de trecere de la B la B'.

Definitia 5.1.2 Matricele A,B € M,2(K) se numesc asemenea, notam
aceasta prin A ~ B, dacd existd matricea nesingulard C € M,2(K) asa incdt
B=C1AC.

Se verifica imediat ca asemanarea matricelor este o relatie de echivalenta
pe M,z (K).
Exemplul 5.1.5. Fie T € L(R3 R*), v = (21, 79, 73) € R3,

T(x) = (221 — 2 + @3, T2 — 223, T1 + T2 + X3, T1 — T2).

Aflati matricea asociatd lui T in raport cu perechea de baze B’ =
{ei i i) el = (0,1,1), e = (1,0,1), e/ = (1,1,0) in B* s
B = {ef",ef? e eV}, ef) = (1,1,1,1), e = (0,1,1,1), e§” = (0,0,1,1),
6;4) = (0,0,0,1), in R*. Se cere matricea A; a transformarii T fati de bazele

B’ si Bj.
Deoarece
2 -1 1 .
0 1 =2 !
T@=141 1 1 2
1 -1 0 3

deducem ca matricea transformarii liniare T in raport cu bazele canonice B si
B, din R3 respectiv R* este

2 -1 1
0o 1 -2
A= 1 1 1
1 -1 0



Matricea C' de trecere de la baza B la B este

0 1 1
C=|1 01
1 10

iar matricea D de trecere de la baza B’ la baza Bj este

10 0 0
11 00
D= 11 10
11 11
Se gaseste
1 0o 0 0
4| -1 1 0 0
D= 0o -1 1 0
0o 0 -1 1
si deci avem
0 3 1
R | -1 =3 0
Ay =D TAC = 3 4 1
-3 -1 -2

Am vazut in Observatia 5.1.2 ca matricea unei transformari liniare T' €
L(X,X), dim X = n, depinde de alegerea bazei in X. In continuare ne punem
problema de a gasi o baza fata de care aceasta matrice sa aiba o forma diagonala

A0 ...00
(5.6) Ay = 0 X ... O
0 0 ... A

Tindnd seama de expresiile (5.5) care definesc matricea A; a trans-
formarii liniare T in baza By = {f(),..., f(®} obtinem:

Teorema 5.1.3 Conditia necesard si suficientd ca matricea transformdrii
lintare T € L(X,X), dimX = n, sd poatd fi adusd la forma diagonald
(5.6) este si emiste o bazd By = {fM, f@ .. fM} in X si n elemente
A1, A2, ..oy Ay € K astfel incat sa avem

(5.7) T(fD) =D, i=Tn.

Definitia 5.1.3 Se spune ca vectorul x # 6, x € X, este un vector carac-
teristic sau propriu pentru operatorul liniar T € L(X,X) dacd existd un
element A € K astfel incat sa avem

(5.8) T(z) = Az.
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Elementul A corespunzator vectorului propriu z se numeste atunci va-
loare caracteristica sau proprie pentru transformarea liniara T'.

In conformitate cu aceasti definitie, matricea unei transformari liniare
poate fi adusa la o forma diagonald daca si numai daca transformarea are n
vectori proprii liniar independenti. In acest caz, elementele de pe diagonala
principala din matricea diagonala sunt atunci valorile proprii corespunzatoare.

In cele ce urmeazi ne vom ocupa cu determinarea valorilor proprii si
vectorilor proprii pentru un operator liniar 7' din L(X, X), cu dim X = n.

Fie B = {eM, e® ... e(™} o bazain X, A = (a;;) € M,2(K) matricea
asociatd lui T, I matricea unitate de ordin n si 'z = (x1,...,2,) coordonatele
unui vector x € V in baza B; atunci ecuatia (5.8) se poate scrie sub forma
matriceala
(5.9) (A= M)z =0.

Aceasta ecuatie este echivalenta cu sistemul

(a11 — )\)Il + @122 + ...+ a1ty = 0
(5 10) a21x1 —|—(a22 —)\)(EQ-F + agnTy =0

11 + Apaa + ...+ (G — Ny, =0

Sistemul (5.10) fiind liniar gi omogen, admite solutii diferite de solutia
banala daca si numai daca determinantul matricei sistemului este egal cu zero.
Acest determinant se noteaza cu Py (\) si are forma

arn — A aiz ... ain
Pa(\) =det(A—\)=| @ 927 A o am,
Gn1 an2 ce. O — A

numit polinomul caracteristic atagat transformarii liniare 7" sau matricei A.
Prin urmare valorile caracteristice ale matricei A sau transformaéri liniare
T se gasesc printre radacinile ecuatiei

(5.11) Pa(A) =0,

numitd ecuatia caracteristica corespunzitoare matricei A sau transformaérii
liniare T". Sirul A1, A, ..., A, al tuturor radacinilor ecuatiei caracteristice, unde
fiecare este socotita de atatea ori cat indica ordinul sau de multiplicitate, con-
stituie spectrul matricei A sau a operatorului liniar 7.

Polinomul caracteristic are gradul n si se poate scrie dezvoltat sub forma:

PA()\) = (—1)")\" + (_1)n—161)\n—1 + (—1)77'_252)\”,2 + ...+ (—1)(571,1)\ + O,
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unde §;, i = 1, n, este suma minorilor diagonali de ordin 7 ai matricei asociate
operatorului liniar 7" intr-o anumita baza, adica:

aip ... Qg a22 . ag i+1
Oi=1| oo oo o +...+
a1 .. Q44 Ai41,2 - Qipd 4l
ap—i+1n—it+l -+ QAn—it+ln
Qn,n—it+1 e Ann

suma avand C? termeni, i = 1,n. Prin minor diagonal al matricei A intelegem
un minor care are pe diagonala principalda numai elemente de pe diagonala
principald a matricei A. Se observa cd 61 = a1 + age + ... + an, = tr(A) este
urma matricei A, iar 8,, = det A.

Propozitia 5.1.5 Doud matrice asemenea au acelasi polinom caracteristic.

Demonstratie. Intr-adevér, daca matricea A este asemenea cu B, adica are
loc Definitia 5.1.2; atunci

Pp(\) = det(B — A\I) = det(CTPAC — AI) = det(C™H(A — MXI)C) =
=detC™' - det(A — AI)det C = det(A — XI) = Pa()).

Corolarul 5.1.1 Polinomul caracteristic al unui operator liniar T € L(X, X)
este invariant la schimbarea bazei.

Valabilitatea acestui corolar rezulta din Observatia 5.1.2 gi Propozitia
5.1.5.

Prin urmare, ca si gisim valorile caracteristice (spectrul) si vectorii ca-
racteristici pentru operatorul liniar 7' € L(X, X), dim X = n, alegem o baza
B = {eM, ..., ™} in X, rezolvim ecuatia caracteristici P4(\) = 0 si, in-
troducand pe rand fiecare riddcina \;, i = 1,n, a acesteia in sistemul (5.10),
gasim vectori caracteristici corespunzatori.

Propozitia 5.1.6 Vectorii caracteristici corespunzatori unei valori caracteris-
tice \;, 1 = 1,n formeaza impreund cu vectorul nul al spatiului vectorial X un
subspativ V; al lui X, numit subspatiu caracteristic sau propriu, de di-
mensiune cel mult egala cu ordinul de multiplicitate al lui \;, 1 = 1,n.

Demonstratie. Se observa ca V; este multimea solutiilor ecuatiei

(T — X\I)(x) = 6, adicd nucleul transformarii liniare T — A\, ] € L(X, X) si
dupa Propozitia 5.1.3 acesta este un subspatiu al lui X. Fie acum k; = dim Vj
si m; ordinul de multiplicitate pentru A;. Presupunem ca am ales baza B =
{e(l), .. .,e(”)} in X asa ca e, ... e(F) s3 se giseascd in V;. Atunci avem
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T(e®) = \el®), s =1,2,...,k; si deci matricea A are, fati de aceastd bazi,
forma
)\100 a1,k;4+1---Q1n
0)\10 A2 k;4+1 - - - A2n
A= 0 0)\1 Qs ki+1---Ak;
00...0 ki +1,k;+1 -+ - Ak, 41,0

00...0  anpki+1---Ann

de unde rezulta
Pa(A) = (A= 2)MQ(N)

si cum ordinul de multiplicitate al lui A; este my, rezulta k; < m;.

Corolarul 5.1.2 Une: valori caracteristice simple % corespunde un subspatiu
propriu de dimensiune egald cu unu.

Teorema 5.1.4 Dacd vectorii caracteristici ™, 2@, ... 2™ corespund la
valori caracteristice distincte A1, Ao, ..., A, atunci ei sunt liniar independenti.

Demonstratie. Procedam prin inductie matematica. Pentru m = 1, teorema
este evident adevarata. Presupunem ca este adevarata pentru k si sa o demon-

strim pentru k+1. Presupunem ci M, 23, ... 2*+D ar fi liniar dependent,
adica ar exista scalari o, g, ...,ar+1 € K, nu toti nuli, aga incat
(5.12) a1z + agx® + ..+ ak+1x(k+1) =6.

Aplicand in (5.12) operatorul liniar 7' si folosind ipoteza teoremei,
obtinem
(5.13) arhz™® + asdor® + Fagii Az = 0.

Eliminand pe (**1) intre relatiile (5.12) si (5.13) gisim

al()\l — )\k+1)$(1) + 042()\2 — )\k+1)1’(2) + ...+

(514) (A — Apy1)z®) =6

Fara sa restrangem generalitatea, sa admitem cu oy # 0, atunci, tinand
seama ci (M. 2®) sunt liniar independenti, deducem A\; = M\p41 ceea
ce constituie o contradictie. Rezultd ci vectorii ™M),z .. 2("™) sunt liniar
independent;i.

Corolarul 5.1.3 Daca operatorul liniar T are n valori caracteristice distincte
atunci el poate fi adus la forma diagonala.
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Intr-adevim, in aceasti situatie alegand cate un vector propriu core-
spunzator fiecirei valori caracteristice obtinem n vectori caracteristici liniar
independenti si deci o baza in X. Fata de aceasta baza, dupa Teorema 5.1.3,
operatorul liniar 7" are forma diagonala.

Pentru cazul general se demonstreaza (v. [6]):

Teorema 5.1.5 Conditia necesard si suficientd ca matricea operatorului liniar
T e L(X,X), dimX = n, sd aiba forma diagonala este ca toate valorile ca-
racteristice sa fie din campul K si subspatiile proprii corespunzatoare sd aiba
dimensiunile egale cu ordinele de multiplicitate corespunzatoare.

Exemplul 5.1.6. Si consideram transformarea liniara T € L(R3, R3) definita
prin
T(x) = (xo + 3,71 + 23,21 + T2),x = (1, T2, 14) € R,
Sa aratam ca T poate fi adusa la o forma diagonala si sa se precizeze o

baza fata de care matricea ei are forma diagonala.
Matricea transformarii in baza canonica a lui R? este

01 1
A=(1 0 1],
110

iar ecuatia caracteristica are forma

-2 1 1
1 =X 1 =0
1 1 =X

de unde A3 — 3\ — 2 = 0. De aici giisim valorile caracteristice \; = 2, Ay =
Az =—1.
Vectorii caracteristici sunt solutiile sistemului liniar omogen

—>\£C1 + X2 + 23 =0
(515) T1— Ao +x3=0
1+ 2o —Ax3 =0

unde A se inlocuiegte pe rand cu una din valorile caracteristice,

Pentru \; = 2 sistemul (5.15) are solutia () = (1,1, 1), iar dimensiunea
subspatiului propriu Vi este unu si o bazd in V; este datd de z(1).

Pentru A; = A3 = —1, sistemul (5.15) se reduce la ecuatia

1+ 22 +23=0

si subspatiul propriu V5 care este multimea solutiilor acestei ecuatii, are dimen-
siunea 2, ca bazi putand fi luati vectorii caracteristici 2(?) = (-1,1,0),z2(®) =
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(=1,0,1). Cum dimV, = 2, adicd egala cu ordinul de multiplicitate al va-
lorii caracteristice A = —1, deducem ca matricea tranformarii poate fi adusa la
forma diagonala

2 0 0
A= 0 -1 0
0 0 -1
iar By = {:E(l),ac@),:n@)}7 unde x(1)7 x(2), z®) sunt vectorii caracteristici

determinati, este o baza in R? fata de care matricea transformarii are forma
diagonala A;.
In incheierea acestui paragraf, da fara demonstratie urmatorul rezultat

(v. [6]):

Teorema 5.1.6 Cayley—Hamilton. Pentru orice operator liniar T &
L(X,X), dim X = n, matricea transformdrii A verifica ecuatia caracteristicd

Pa()\) = 0.

5.2 Forme biliniare

Definitia 5.2.1 Fie X un spatiu vectorial peste campul K. Numim forma
biliniara peste campul K o aplicatie f : X x X — K, care este liniara in
raport cu fiecare variabila, adica satisface conditiile:

1°. flax + By, 2) = af@,z) + Bf(y,2).
2°. f(z,oy + Bz) = af(z,y) + Bf(x, 2),
oricare ar fix,y,z € X si o, 0 € K.

Definitia 5.2.2 O forma biliniard f se numeste simetrica daca

f(:C,y)Zf(y,x), (V)l‘,yEX

st antisimetrica daca

flx,y)=—f(y,x), (Maz,ye X.

Exemple. 5.2.1. Produsul scalar definit intr-un spatiu vectorial real este o
forma biliniara.

S& notd, cu B(X) multimea formelor biliniare definite pe X. Daca f, g €
B(X) ¢l k € K atunci aplicatiile kf, f + g : X x X — K definite natural prin
(kf)(@,y) = kf(2,9) s (f + 9)(@,9) = f(2,) + g(z,y), oricare ar fi z,y € X,
sunt forme biliniare, numite inmultirea cu un scalar a unei forme biliniare
si respectiv adunarea a doua forme biliniare.

Se constata imediat ca operatiile de adunare a doua forme biliniare si de
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inmultire a unei forme biliniare cu un scalar din K definesc pe multimea B(X)
o structura de spatiu vectorial peste K.

Multimea formelor biliniare simetrice formeaza un subspatiu vectorial al
lui B(X).

Sa consideram acum spatiul vectorial X de dimensiune finitd n. Fie
B={eM, ... e} obaziin X; punand z,y € X

n n
p=Y me® siy=3 yed,
i=1 j=1

pentru forma biliniara f avem

flay)=F D 2eD,> e | =
i=1 j=1

n n

RN

i=1 j=1

Rezulta ca forma biliniara este determinata de valorile ei pe vectorii
bazei. Elementele

Qij :f<e(i)’e(j))7 i,jzl,n

se numesc coeficientii formei biliniare, iar expresia

n n
f(x,y) = Z Z Qi TiYi
i=1j=1

se numegte expresia analitica a formei biliniare.
Daca punem

r="(21,22,20), Yy = (Y1, Yn), A= (aij)i,jzm € M2 (K),

atunci putem scrie

fla,y) ="z Ay,

care reprezinta forma matriceala a formei biliniare, iar A se numeste ma-
tricea atagata formei biliniare in baza B.

Rangul matricei atagate intr-o baza data unei forme biliniare se numeste
rangul formei biliniare. Daca rangul formei coincide cu dimensiunea
spatiului vectorial, atunci forma biliniara se numeste nedependenta. Se
numeste discriminantul unei forme biliniare intr-o baza datd, determinan-
tul matricei asociate formei in baza data.
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5.3 Forme patratice

In studiul unor probleme de analizi economicd un rol deosebit il au
formele patratice.

Definitia 5.3.1 Fie X un spatiu vectorial peste campul K si f o forma
biliniara simetrica pe X. Numim forma patratica asociata lui f aplicatia
g: X = K, g(x) = f(z,z), oricare ar fi x din X.

Forma biliniara f care genereazd forma pdtratica g se numeste forma
polara a lui g.

Daci in campul K avem a + a # 0, pentru orice a € K, a # 0, atunci
avem

gz +y) = flx+y,x+y) = flz,z) + flz,y) + fly,2) + fly,y) =

=g(@) +2f(z,y) + 9(y),
de unde

Fla9) = Sl + ) — (z) - 9]

Acest rezultat ne arata ca forma polara este determinata in mod unic de
forma sa patratica. Altfel spus, Intre multimea formelor biliniare simetrice si
multimea celor patratice definite pe X exista un izomorfism. Daca presupunem
cd dim X = n si considerim o baza B = {eM) ... e} in el, atunci din
expresia analitica a formei biliniare f (§5.2) gisim urmatoarea expresie analitica
pentru forma patratica g

n n

(5.16) gla) =) D aiuiz;.

i=1 j=1

Daca punem A = (a;;) € M,2(K), care pentru formele pétratice este o
matrice simetrica, obtinem expresia matriceala pentru forma patratica:

g(z) ="z A,
unde z = Y(zq,...,2,) € X.

Definitia 5.3.2 Dacd in expresia analitica (5.16) a formei pdtratice g, toti
coeficientii a;; cu © # j sunt nuli, atunci se spune cd reprezentarea formei
padtratice este sub forma canonica .

Teorema 5.3.1 (Gauss). Ezpresia analiticd a oricdrei forme pdtratice pe un
spatiu, vectorial X peste K, dim X = n, poate fi adusa printr-o schimbare de
baza, la forma canonicd.
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Demonstratie. Vom demonstra aceasta teorema prin inductie matematica
dupa numarul & al variabilelor ce apar In expresia analitica a formei patratice.

Evident c& pentru k = 1 avem g(x) = aj12%, care este scrisa sub forma
canonica. Presupunem teorema valabila pentru k — 1 variabile gi o demonstram
pentru k. Fara a restrange generalitatea presupunem ci aq; # 0 (in caz contrar
renumerotam variabilele, iar daca toti a;; = 0, ¢« = 1, n, atunci intr-un produs
x;x; facem schimbarea de variabile x; = y; — y;, ; = y; + ;). Acum, scriem
expresia analitica (5.16) a formei patratice astfel

n n
(:U)—i a2} +2Y anamr;| + AT =
g = 1141 114150145 tjbity =
a1 — —
Jj=2 1,j=2

n 2 n
= i (Z aljxj> + Z bijxixj,

a
1 \i=1 i,j=2

noii coeficienti b;; rezulta din reducerea termenilor asemenea dupa formarea
patratului perfect.
Facand schimbarea de variabile

n
ylzzaljxja Y = Tk, k:27n

j=1
obtinem
1
g9(x) = —yi + h(y),
a11
unde .
h(y) = Z Z biyiy;
i=1j=2

nu depinde de z1, deci in expresia ei analitica avem doar k—1 variabile. Folosind
ipoteza inductiei, existd o bazd (o schimbare de coordonate) a spatiului X in
care

h(y) = Aay3 + - + Al

Atunci
glx) = Alyf 4+ .+ )\my?n, A1 =1/aq;.

Teorema este demonstrata. Demonstratia teoremei ne ofera si un pro-
cedeu practic de a scrie o forma patratica sub forma canonica numita metoda
lui Gauss. Astfel, mai intai se formeaza un patrat perfect cu termeni care
contin pe x1, apoi cu termenii ce contin pe zs s.a.m.d.

Exemplul 5.3.1. Sa reducem la forma canonics forma patratics ¢ : R® — R,
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g(z) = 2%% + T2 + Cﬂ% +4x123 + 4:U§.
Utilizand metoda lui Gauss avem

1 1 T 2
g(x) = 5(490% + 22120 + 82123) + 25 + 4as = 5 (2961 + ?2 + 2m3> +
15 1 1 T2 2
—|—1—6x§ + 3x§ 523 =5 (2x1 + > + 23:3) +
2
16 [/15\% , 8 , 1 s 2
JE— J— —_— q 3 = - (2 - 2 ’)
15 <16) T2 qptars| HOT =g (B s )
L1616 1 2A+ a4
1 \16"  1") Tt
Punand
X9 15 X3
(5.17) Y1 =271 + 9 +2r3, Y2 652 g YT

obtinem forma canonica pentru g:

(5.18) g9(x) = sy1 + v + —=v

Din (5.17) avem:

1 4 16
T = = —— -

1 2yl 15yz 15y3
B 16 n 4
€T = 15y2 153/3

€r3 = Y3

sau matriceal x = Cy, unde = = *(z1,22,73), vy = *(y1,%2,93), 7,y € R? si

1 _ 4 _ 16
2 e 5
_ 1
C= 0 15 15
0 0 1

Cum C este nesingulara si are rangul 3 deducem ca forma patratica

1
este nedegeneratd, iar vectorii coloani din C, f() = <2,0,0>, f@ =

15715 15715
forma canonica (5.18).
Exemplul 5.3.2. Si aducem la forma canonicé forma patratica g : R* — R,

4 1 . 16 4
( 0 O), @) = ( 6 1) constituie noua baza fatd de care g are
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9(x) = r173 + 2123 — 22273 + T374.

Deoarece nu avem termeni in 2%, i = 1,2, 3, 4, facem schimbare de vari-

abile

(5.19) Ty1=Y1— Y2, T2=Y1+Y2, T3=Y3, Ta=1Ys
si obtinem

(5.20) 9(x) =¥ — y3 — y1ys — 3y2y3 + Y3y

Acum aplicand metoda lui Gauss avem succesiv,

Y3 2 2 1 2
g(x) = (3/1 - 5) — Y3 — Zys — 3y2ys + ysys =

2 3 2
= (yl — %> — (yz + 2y3> + 293 + y3ys =

2 2
y3)2 3 1 1 1,
= - =) - = -2 = — =Y.
(yl D) (yz + 2y3> + 5 | “¥s + o Y4 894
Daca punem

3 3 1
(5-21) 21 =Y1 — y*, Zo = Y2+ -Y3, 23 =2Ys+ -Y4,24 = Y4,

2 2 2
obtinem
1 1
(5.22) g(x) =27 — 25 + 52’% - gzi
Din (5.21) gisim
T = 21— <=zt §z - iz
1= 2 5%2 g% 3974
3,9 9
To = 21 222 823 322’4
1 1
Tr3 = 52’3— §Z4
T4 24

care constituie schimbarea de variabile prin care g(z) se scrie sub forma
canonica (5.22).

O altd metoda de aducere la forma canonica a unei forme patratice a
fost data de Jacobi.
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Teorema 5.3.2 Jacobi. Fie g : X — K o forma patratica pe spatiul vectorial
n—dimensional X peste K si A = (a;;) € M,2(K) matricea formei in baza

B={eM ... ™} a spatiului X. Dacd determinantii
_ _ | @11 ai12
Ay =an, Ay = Gy Gy |7
(523) aiq e a1
Ai: ,,An:detA
;1 cee Qg
sunt toti menuli, atunci exista o bazd By = {h(l), ey h(")} a spatiului X asa

incat g are forma canonicd

(5.24) g(z) = Ly A =1,
— A
=1
unde (y1,Y2,---,Yn) sunt coordonatele vectorului x in baza Bj.

Demonstratie. Pentru gisirea bazei B, vom considera vectori A", i = T, n
de forma
B = pye®

h® = byye® + bype®
(5.25)

h(n) — bnle(l) + bn2€(2) +...+ bnne(n)

gi vom impune conditiile
(5.26) f(hD, W) =0, pentrul<j<i<n,
' F(RD @)y =1, pentrul<i<mn,

unde f este forma polara a formei patratice g.

Conditiile (5.26) determind in mod unic vectorii R, i =T n. Astfel,
ca si determindm vectorul A" = hj1e® + hjpe® + ...+ be®, i =1,n, in
conditiile (5.26) obtinem sistemul liniar

11041 + a21050 + ...+ aay =0

a21041 + Q200 + ...+ ag;ay; =0
;—1,1061 + QGi—1,20452 + ... + aj—1,;045 = 0
a1 + aipauo + ..+ agoy =1

care are o solutie unica deoarece determinantul sau este A; # 0.
Se aratd usor cii vectorii AV, ... k(" astfel construiti sunt liniar
independenti. Acum si ardtam cid By = {h(l)7 .. .,h(”)} esste baza In care
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matricea formei patratice g este C = (¢;5) = Mp2(K), cu a;; = 0, ¢ # j i
Cij = Aifl/Ai, 1= 1,n.
Avem

Cij = f(h(z), h(J)) = f(h(l), bjle(l) + bj26(2) + ...+ bjje(j)) =

= bin f(MD, W) 4+ bja(hD @) .. 4+ bj; (D, ),
de unde folosind conditiile (5.25), gisim

cij =0, daca i # j §i ¢y = by = A1 /Aiyi=1,n.

Teorema este astfel demonstrata.
Exemplul 5.3.3. Utilizand metoda lui Jacobi sa aflam formele canonice pen-
tru formele patratice din Exemplele 5.3.1 si 5.3.2.

Matricea formei patratice din Exemplul 5.3.1 este

2 1 2
2
= 1
A=121 9
2 0 4
cu 1
2 —
2 7
A():L A1:2, AQZ :Z §l Ag,:detA:?),
1
-1
2

iar din (5.23) obtinem

1, 85 T,
g(x)—§y1+?y2+ﬁy3.

Pentru forma patratica din exemplul 5.3.2 utilizdm forma (5.20) gi avem

1 0 1O
2
3
o -2 —— 0
2
A:
1 3 1
2 2 0 3
1
0050



cu
1 1
A():]., Alil, Agifl, A3:f§§1A4:detA:£

de unde, folosind (5.23), gisim

2 2 2 2
g(x) = 27 — 25 + 225 — 2z5.
Observatia 5.3.1 Pentru determinarea formei canonice a wunei forme
pdtratice g se pot utiliza si valorile caracteristice (proprii) ale matricei A
atagatei ei intr-o bazd. Daca A1, A2, ..., \n sunt valorile caracteristice core-
spunzdtoare lui A, atunci forma canonicd este

g(x) = My? + doys 4+ ...+ 2 (v, [6)).

In studiul punctelor de extrem avem mnevoie de semnul unei forme
patratice.

Vom considera acum o forma patratica peste un spatiu vectorial peste
R.

Definitia 5.3.3 Fie g : X — R o forma patratica reald adusd la o forma
canonicd intr-o baza. Dacd in aceastd formd canonicd p coeficientii sunt strict
pozitivi, q sunt strict negativi iar r = n — (p + q) sunt nuli, atunci tripletul
(p,q,7) se numeste signatura formei patratice.

Se demonstreaza (v.[6]) urméatorul rezultat:

Teorema 5.3.3 (inertiei). Signatura unei forme pdatratice este invariantd la
schimbarea bazei.

Definitia 5.3.4 O forma patratica reald g : X — R se numeste pozitiv
definita respectiv negativ definita dacd g(x) > 0 respectiv g(x) < 0, pentru
oricex € X, x #£0.

Forma g se numeste semidefinita pozitiv sau semidefinita negativ
dupd cum g(z) > 0 sau g(x) < 0, pentru orice v € X. Forma g se numeste
nedefinita dacd existd vectorii V) € X si (2 € X astfel incat g(z™M) > 0 si
g(z@) <o0.

Teorema 5.3.4 (Sylvester). In conditiile Teoremei lui Jacobi, forma
pdtraticd g : X — R este pozitiv definitd dacd si numai dacd A; >0, i =1,n
si negativ definitd dacd i numai dacd (—1)'A; > 0,3 =1,n.

Demonstratie. Sa consideram ca g este pozitiv definitd. Aratam mai intai ca
A; #0,i=1,n. S& presupunem prin obsurd ci exista k € {1,2,...,n} pentru
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care A, = 0. Atunci in determinantul A una din linii este o combinatie liniara
a celorlalte, adica exista scalarii aq, s, ..., a astfel incat

(527) Q1015 + agag; + ...+ apag; = 0, 7=1k.

Daca f este polara formei patratice g, tindnd seama ca a;; = f(e(i), eld),
i,j = 1,n, din (5.27) avem

0:alf(e(l),e(j))+a2f(e(2),e(j))+...+akf(e(k),e(j)):

= f(ale(l) +0426(2) 4 +Oék€(k),e(j))7 j= 1,7

inmul‘gind corespunzator cu «j, i = 1,k, egalititile precedente si
insumandu-le, obtinem

flare® 4+ age® 4 ..+ ape™ are® + age® + ..+ age®) =0,

adica
(5.28) glore™ + aze® 4+ . age®™) = 0.

Cum g este pozitiv definitd deducem ca (5.28) este posibild numai daca
are®™ +ase® + .. +are® =0, ceea ce contrazice liniar independenta vecto-
riala a bazei B = {e(l), e®@, .., e(")}. Prin urmare, presupunerea ca ar exista
un Ay = 0 este falsa si deci A; #0,i=1,n.

Acum, folosind Teorema lui Jacobi, exista o bazda By =
{(RM A2 M} fatd de care

n
Ai—l 2
9(x) =) AU
=1
Cum g¢(z) > 0, pentru orice z nenul in particular pentru

(Y1, s Uiy s yn) = (0,...,1,...,0), obtinem A; 1/A; > 0, i = 1,n.
Deoarece Ag = 1 gi Ag/A; > 0, avem A; > 0 si din aproape in aproape
obtinem A; > 0,i=1,n.

Reciproc, dacd A; > 0, i = 1,n, atunci A;_1/A; > 0,i=1,n, s

M@=§:

cu egalitate numai daca y; = y2 = ... =y, = 0, adica © = 6, ceea ce ne arata
ca g este pozitiv definita.

Daca g este negativ definita atunci forma patratica —g : X — R este
pozitiv definitd, matricea ei find —A = (—a;;) cu minorii diagonali A] =
(—1)!A;. Deoarece —g este pozitiv definitd numai dacd A} > 0 rezultd ci g
este negativ definitd numai dacd (—1)'A; > 0, i = 1,n.

Ay
Aiﬁzo
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Corolarul 5.3.1 O forma patratica reald pe un spatiu n—dimensional este po-
zitiv respectiv negativ definitd dacd si numai daca una din conditiile de mai jos
este indeplinita:

1°. signatura ei este (n,0,0) respectiv (0,m,0);

2°. toate valorile caracteristice ale matricei A atasate formei intr-o baza sunt
strict pozitive (strict negative).

Forma pétratica din Exemplul 5.3.1 este pozitiv definita deoarece sig-
natura ei este (3,0,0).

5.4 Probleme

1. Cercetati care dintre operatorii liniari

T; :R® - R2,i=1,2,3, unde

Tl(.’E) = ((El + 2(E2 - fE3,3£L’1 - 21’2)

To(x) = (221 — 322 + @3, 21 + T2 + x3)

Ts(x) = (23,29 - 23), (V)z = (71,22, 73) € R3.

2. Fie operatorul T : R?® — R? T(z) = (z1 — 22, —3x1 + 679 + 73),
(V)x = (z1, 22, 73) € R3. Aratati ci T este liniar si gasiti Ker T si Im T.

3. Ariitati ca exista o unica transformare liniara T : R? — R3 care duce
baza B = {eM e ()} in baza B; = {f(), f?) f®)} gi precizati matricea
transformarii fata de cele doua baze B si Bi, daca

a) el = (2,3,5, @) = (0,1,2) e® = (1,0,0), iar f = (1,1,1), f® =

(17 17 _1)3 f(3) = (25 17 2)7

b) e = (2,0,3), e® = (4,1,5), ¢ = (3,1,2), tar fV = (1,2,-1),
f(2) = (4a 55 _Q)a f(g) = (1a _17 1)

4. Pentru operatorul de derivare pe spatiul polinoamelor cu coeficienti
reali de grad cel mult n gasiti matricea transformarii in bazele:

2 n.
a) Lz, a*, ..., 2"
b) 1,z —a,(x —a)?/2!,...,(z — a)"/n!, unde a este un numar real.
5.  Transformarea liniard 7T are relativ la baza canonica B =

{eM e eB) ™} matricea

1 2 0 1
3 0 -1 2
A= 2 5 3 1
1 2 1 3

Aflati matricea transformarii T relativ la bazele:
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a) By = {e, e @) (@)1,
b) Bl = {6(1)7 e(l) —+ 6(2), e(l) —+ 6(2) _|_ 6(3), e(l) + 6(2) + 6(3) —+ 6(4)}.

3 5 .
43 ) relativ la

baza By = {aM),a?}, unde oV = (1,2), a(® = (2,3) si transformarea liniara
é g relativ la baza By = {b™) b2} unde b™) =
(3,1), by = (4,2). Aflati matricea transformarii Ty + T» relativ la

a) baza Bi;

b) baza Bs.

6. Fie transformarea liniara 77 de matrice A; = <

T5 de matrice Ay =

Aceeasi cerinta pentru transformarile 277 + 375 si T T5.
7. Gasiti valorile caracteristice si vectorii caracteristici pentru matricele:

L o 2 ~1 2 1 -3 4
a) <2 1 > b) 5 -3 3 ¢ 4 -7 8
1 0 -2 6 —7 T
3 1.0 0 11 1 1
1 1 0 0 1 1 -1 -1
D13 o 5 3 o1 1 1
4 —1 3 -1 1 -1 -1 1

8. Aratati ca doua matrice asemenea au acelasi determinant.
9. Precizati care din matricele de mai jos pot fi aduse la o forma diago-
nala intr-o noua baza. In caz afirmativ aflati baza si matricea corespunzatoare:

S o5 s 0001
a) | -3 5 -1 b) | 3 -2 -2 9101 0 0

-3 3 1 2 -2 0
100 0

10. Aratati ca o forma biliniara pe spatiu vectorial X este suma dintre
o forma biliniara antisimetrica i o forma biliniara simetrica.

11. Demonstrati ca expresia oricarei forme patratice de rang k pe un
spatiu vectorial real n—dimensional poate fi adusa printr-o schimbare de baza
a urmatoarea forma normala

2., .2 2_ 2 2
gx) =21 +25+ ...+ =25 — . — 2

12. Demonstrati ca expresia oricarei forme biliniare simetrice pe un
spatiu vectorial real n—dimensional poate fi redusa printr-o schimbare de baza
la urmatoarea forma normala

fz,y) = ugvr + ...+ UV — Upp1Vp41 — -0 — URVk.
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13. Aduceti la forma canonica urmétoarele forme patratice:

a) g:R3 = R, y(x) = 222 + 323 + 422 — 22179 + 42179 — 37073;
4 L o 2 2
b) g:R* =R, g(z) = 321 + 225 + 3x5 — 12 + Takz — T3Ly;

c) g:R3 =R, g(x) = 222 + 923 + 323 + 8z129 — w73 — 107273;
d) g:R® =R, g(x) = 322 — 322 + 22129 — 62973;
e) g:R® =R, g(x) = 2179 + 20173 — 27973,

14. Pentru forma patraticd g : R — R, g(z) = 22123 + 23 — 2223 + 523,
r = (71,72, 73) € R3, aflati forma polara.
15. Precizati signatura formelor péatratice

a) g:R?2 = R, g(z) = 22 + 2623 + 1021 79;

b) g:R?® =R, g(z) = 827 — 2823 + 1422 + 162122 + 142123 + 322273;
c) g:R® =R, g(z) = 23 + 423 + 222 + 221 23;

d) g:R* =R, g(x) = 2109 + 1123 — 22173 + 22074 + 5203

1
e) g:R* =R, g(z) = fo + 2 + 22 + 205 + 2x0my.

Care din aceste forme patratice sunt pozitiv definite?
16. Determinati parametrul real A pentru care formele patratice de mai
jos sunt pozitiv definite:

a) g:R3 = R, g(x) =527 + 23 + A2 — dzy75 — 22973;

b) g:R? = R, g(x) = 22 — w3 — 4a129;

c) g:R® =R, g(x) =223 + 23 + 323 + 2\z179 + 271 73.
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5.5 Testul Nr. 4 de verificare a cunostintelor

1. Definiti urmatoarele notiuni:

a) Transformare liniara;

o

Forma liniara;

o

Nucleul unui operator liniar;

(oW

@

Forma biliniara;

—

Forma patratica;
g) Forma canonica a unei forme patratice;

)
)
)
) Vector caracteristic;
)
)
)
h)

Signatura formei patratice.

2. Aritati ca urmatoarea aplicatie este o transformare liniars: f: R? — R?,
flxy, e, 3) = (221 + 22, 423).

3. Fie aplicatiile f : R?2 — R2, f(xy,22) = (201 — 72,322) i g : R? — R2,
g(x1,22) = (9 — x1,4x1). Aradtati cd f si g sunt operatori liniari, apoi
determinati f o g si go f si verificati ca sunt operatori liniari.

4. Fie transformarea liniara f : R® — R3care in baza canonica este data de

matricea
5 =3 2
A= 6 —4 4
4 —4 5

Gasiti valorile si vectorii caracteristici atagati transformarii.

5. Fie transformarea liniara 7 : R? — R3cu exprimarea in baza B dati de

matricea
7T —12 6
A= 10 —19 10
12 —-24 13

Arstati ci existd o baza B’ in R3 fata de care matricea transformarii T
are forma diagonala.

6. Diagonalizati matricea

4 -2 2
A= -5 7 =5
—6 6 —4
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10.

Sa se aduca la forma canonici, cu ajutorul metodei lui Gauss, forma
patratica:

f(d?) = I% + l’g + l’% — 217?1 — 2:171I2 + 21’1563 — 293114 + 2$2.T3 — 4I2I4.

Sa se aduca la forma canonicd, cu ajutorul metodei lui Gauss, forma
patratica:
f(z) = z129 + 32123 + braws.

Sa se aduca la forma canonica, cu ajutorul metodei lui Jacobi, forma
patratica:

flx) = x% + 2x§ + 31”% + 3:17421 — 2293 — 2x123 + 20124 + 6227 4.

Sa se aduca la forma canonica, cu ajutorul metodei lui Jacobi, forma
patratica:

f(z) = 22 4+ 4oy wg + 23124 + 323 — 2w023 + 2001y + 23:% — 4agry — 27,

122



Capitolul 6

Elemente de programare
liniara

7...matematica e o stiinta morala. Te invaid ca nu poti spune orice.
Totdeauna, lucrul urmadator trebuie sa fie legat coerent de primul”

(acad.Sabba Stefanescu)

6.1 Obiectul programarii matematice

Am vazut in Capitolul I ca aplicarea conceptelor matematice in studiul
proceselor economice a capatat o dezvoltare deosebita, prin rezolvarea unui
numar tot mai mare de probleme. Astéazi, problemele de productie, de planifi-
care sau de proiectare se cer rezolvate nu la intamplare, ci aga fel incat solutiile
obtinute sa fie corespunzatoare unui anumit scop. De exemplu, realizarea unui
proces de productie sa se faca cu cheltuieli cat mai mici si cu venit cat mai
mare.

Organizarea stiintifica a proceselor economice, in scopul luarii unei
decizii constiente, in raport cu telurile urmarite si in urma unei analize a
corelatiilor dintre diferitii factori ce intervin, constituie obiectul a ceea ce se
numeste programare matematica.

In general, problema programarii desfagurarii unor fenomene economice
este o problema complexa gi vastd, pentru rezolvarea carora matematica ofera
diverse metode din multitudinea de ramuri, ca: aritmetica, algebra, geome-
tria, analiza matematica, calculul probabilitatilor, analiza functionala, ecuatii
diferentiale, ecuatii integrale, etc.

Forma generald a unei probleme de programare matematica (v. cap.l,
§1.2 si §1.3) cere sd se determine valorile variabilelor z;, j = 1, n, astfel incat
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ele sa satisfaca restrictiile

(61) gk(xlw")xn)zO) k:17ma

iar functia z = f(x1, s, ..., x,), numitd functia obiectiv (scop, eficientd),
s& ia valoarea optimé (maxim8, respectiv minima).

Deseori, pe langd restrictiile (6.1), se mai adauga si conditiile de nene-
gativitate z; > 0, j = 1,n. Astfel cid modelul matematic al unei probleme de
programare arata astfel:

(optim)z = f(x1,...,2)
(6.2) ge(z1,22,...,2n) >0, k=1,m
Zj > O, ] = l,n.

Clasificarea problemelor de programare matematica se face dupa forma
functiilor f si gr, natura necunoscutelor x;, j = 1,n si respectiv, natura
coeficientilor necunoscutelor in f si gx, k = 1, m.

Daci functiile f si gi, ¥ = 1,m, sunt forme liniare, atunci problema de
programare are denumirea consacrata de problema de programare liniara,
prescurtat (P.L).

Cand functia z, sau unele restrictii, sunt functii neliniare, problema
poarta denumirea de problema de programare neliniara. De exemplu,
daca f este o forma patratica, atunci spunem ca avem o problema de progra-
mare patratica.

Daca necunoscutele x1,...,z,, se cauta in numere intregi, spunem ca
avem programare intreagi (in numere intregi).

Daci toti coeficientii necunoscutelor z;, j = 1,n, In f si gx, k = 1,m,
sunt constanti, atunci se zice ca avem o problema de programare determin-
istd. In caz ci cel putin unul din acesti coeficienti este variabil (depinzand
de parametrii), avemm programare parametricd. Daca cel putin unul din
acesti coeficienti este o variabila aleatoare, atunci spunem cd avem progra-
mare aleatoare sau stochastica.

In acest capitol ne vom ocupa de problema programarii liniare (P.L.).
Programarea liniara este o ramurd unitara a matematicilor aplicate in
economie, avand metode proprii si generale de rezolvare a problemelor respec-
tive.

Constituirea obiectului de programare liniara s-a datorat faptului ca in
viata social-economica exista multe aplicatii care conduc la probleme liniare
de programare (v. §1.3).

Rezolvarea problemelor de programare liniara poate fi facuta folosind
diferite metode, unele particulare (metoda repartizarii, metoda grafici), altele
generale (metoda simplex).

Primele probleme de programare liniard au fost formulate de
L.V.Kantorovici (1939) si de F.L.Hitchcock (1941). Programarea liniard se
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nagte Insa in anii de dupa cel de-al doilea razboi mondial, o data cu formularea
ei generala in 1947, de catre G.B.Dantzig, care a propus, totodata si un pro-
cedeu eficient de rezolvare metoda simplex.

Astéazi, se poate vorbi despre un mod unitar de abordare al tuturor pro-
blemelor de programare liniara. Diversele metode de rezolvare existente au ca
tel sporirea rapiditatii in calcule, avand in vedere in special utilizarea calcula-
toarelor.

6.2 Notiuni generale relative la o problema de
programare liniara

Problema de P.L., sub forma cea mai simpla pe care o vom numi forma
standard sau forma algebrica, este data prin modelul matematic

(6.3) (optim) f(z) = crx1 + oo + ... + cpy

1121 + 1222 + ...+ A1pTn = by
(6.4) a21%1 + A22%2 + ... + A2 Ty, = by

A1 T1 + Q2T + ...+ QT = by

(65) €Lj >0, j=1n,

unde (6.3) este functia de scop, (6.4) sunt restrictiile, iar (6.5) conditiile
de nenegativitate.

Sistemul de restrictii (6.4) reprezinta concordanta interna a unui proces
economic. Coeficientii a;;, ¢ = 1,m, j = 1,n, sunt coeficienti tehnici constanti,
planificati sau determinati in mod statistic. Necunoscutele x;, j = 1,n, sunt
méirimi care trebuie gisite, iar termenii liberi b;, ¢ = 1, m, sunt mirimi con-
stante date, determinate de conditiile locale ale procesului economic. numiti
coeficienti de restrictie ai programului dat.

Dacé sistemul liniar (6.4) de ecuatii de conditii (restrictii) este com-
patibil determinat, atunci din punct de vedere economic avem un proces
economic cu concordanta interna rigida. In acest caz nu mai are rost s se
puna problema determinarii valorii optime pentru functia scop deoarece ea are
o valoare unica bine determinata, corespunzatoare solutiei sistemului (6.4).

Cand sistemul liniar (6.4) de ecuatii de restrictii este compatibil nede-
terminat, atunci concordanta interna a procesului economic este elastica,
deoarece ofera posibilitatea alegerii dintr-o infinitate de solutii ale sitemului
numai pe acelea care fac functia de scop optima.

Utilizand puternicul aparat al matematicii, problema de programare
liniard (6.3)—(6.5) poate fi prezentatd si in alte moduri.
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Fie matricele

ail a2 ... G1n by 1
A= a1 a2 ‘e agn 7B _ b2 = Z2 ,
aml Am2 ... Omn bm T,
0
c=(c1,...,¢n),0 = :
0

Cu aceste notatii, problema de programare liniarg (6.3)—(6.5) ia forma
matriceala:
(optim) f(z) = cx
Az =b
x>0

Daca notam cu P;, j = 1,n, vectorii ale caror componente sunt elemente
corespunzatoare coloanelor matricei A, atunci problema de programare liniara
(6.3)—(6.5) ia forma

(optim) f(z) = cx
$1P1+$2P2++$npn:b
x>0

numita forma vectoriala a problemei de programare liniara.

Definitia 6.2.1 Se numeste solutie posibila a problemei de programare
liniard standard orice wvector coloand z(® > 0, care wverifica sistemul de
restrictii, adicd Az(9) = b.

Pe baza celor demonstrate in §3.5, rezulta ca multimea tuturor solutiilor
posibile pentru o problema de programare liniara este convexa.

Definitia 6.2.2 Se numeste solutie de baza pentru o problema de progra-
mare liniard orice soluie posibila, care are cel mult m componente strict poz-
itive. FEa se obtine dintr-o solutie posibila, cand necunoscutelor secundare se
atribuie valoarea zero.

Definitia 6.2.3 O solutie de bazd este numitd nedegenerata, daca are exact
m componente strict pozitive. In caz contrar ea este numitd solutia de baza
degenerata.

Definitia 6.2.4 Solutia posibild (V) este numitd mai buna decdt solutia posi-

bila £, dacd f(zM) < f(2®) cind pentru f se cere minimul, respectiv
fxM) > f(x@), cand pentru f se cere mazimul.

126



Definitia 6.2.5 O solutie de bazd °) este solutie optimd dacd f(x(o)) este
valoarea optima pentru f.

Definitia 6.2.6 Dacd avem k solutii optime =V, ... 2 atunci solutia
generala este combinatia liniard convexd a solutiilor optime, adicd

k
x = Zaix(i),
i=1
k
cu Zai =1, a; €[0,00),i=1,k.
i=1

Observatia 6.2.1 Intr-o problema de programare liniarda putem lucra con-
siderand optimul drept minim deoarece dacd se cere mazrimul, atunci din relatia
max f = —min(—f) se deduce cad este suficient sd se determine min(—f), iar
apoi, cu semn schimbat, vom avea maximul lui f.

Observatia 6.2.2 Intr-o problema economica concreta, de obicer, restrictiile
problemei de programare liniard sunt inecualii, caz in care spunem cd avem o
problema generala de programare liniara. Modelul matematic al acesteia,
sub forma matriciald, arata astfel:

(optim) f(z) = cx

Alfﬂ = b(l)

AQ.’K 2 b(2)

A3£L' S b(s)
x> 0.

6.3 Algoritmul simplex

Metoda generala de rezolvare a problemelor de programare liniara este
cunoscuta in literatura de specialitate sub numele de metoda simplex sau al-
goritmul simplex. Ea este datorata lui G.B.Dantzig, care a publicat primele
lucrari in 1947. Ulterior s-au dat diverse variante imbunatatite ale metodei.
Ea are la baza metoda eliminarii complete de rezolvare a unui sistem de ecuatii
liniare, desigur adaptata scopului urmarit: aflarea solutiilor cu componente
nenegative, respectiv a solutiei (sau solutiilor) pentru care functia liniara de
scop f are valoarea optima.

Pe baza Observatiei 6.2.1 este suficient sa consideram problema de P.L.
standard.

n
minf: E CjTj
j=1
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1121 + @122 + ...+ A1p T = by
a2171 + a22T2 + ... + A2p Ty = b2
Am1T1 + Gm2Z2 + ...+ CnTn = by
z; >0, j=1n.
Ideea metodei simplex consta in a gasirea mai intai a unei solutii de

baza, apoi de un procedeu prin care din aceasta se obtin solutii de baza mai

bune, pana la aflarea solutiilor optime.
Pentru determinarea unei solutii de baza vom utiliza metoda eliminarii

complete (Gauss—Jordan).
Utilizand metoda elementului pivot gi presupunand ca am lucrat pe

primele m coloane cu m < n, obtinem

1 0 ... 0 oamp1 --- aun | B
0 1 . 0 a2 m+1 . (7 52
Ao ~1 g g o Qim41 - Qn | Bi
0 0 . 1 Omyom+1 - - Amn ﬁm

In ipoteza ca ; > 0, i = 1,m (in caz contrar se aleg alte necunoscute
principale), vom putea considera solutia de baza

1 =01, s Tm = Bm,Tms1 =0,...,2, =0

adica
tx(l) = (/617527' . 7/8m707' . 70)

Pentru aceasti solutie (1) avem
F@W) =" ;b5
j=1

Acum vrem si trecem de la solutia de bazi z(!) la o noui solutie de baza
2@ care s fie mai bung. S& admitem c& o.m+1 7 0, adica poate fi considerat
ca element pivot. Atunci putem inlocui necunoscuta principald x; prin 1.
Aplicand metoda elementului pivot, obtinem

_ Q1md _ Bioim
10 ... 7ai,vn+l ...00 Y1i,m+2 --- Vin 61 7ai,1n+1
Q2 m+1 Biaz m41
0 1 ... _70411,m+1 e O 0 72,m+2 N ’}/27n 62 - Qiomt1
(A‘b) ~ 00 ! 0 1 Sim+2 Qin Bi
e Aymy1 Qim+1 T Qmedl Qg m+1
X ,m+1 ﬁiani,,ni,+1




Noua solutie 2(?) are componentele

1 Biot m+1 Bi0ti—1,m+1
B — ———— —_—

xry = e @i = Bim1 — 2 =0,

O m+1 Q5 m+4-1

BiCtit1,m+1
ﬁi+1 - yeecybm
QG m+1 QG m+1

Bicx ,m+1
Tip = :ﬁm_%

)

i
T4l = —H ITm42 = 07"'axn =0.
ai,m—i—l

Pentru ca z(?) s3 fie solutie de bazi trebuie ca

(6.6) L >0
QG om+1
i respectiv:
(67) 6J_M207 ]:17m7.77é17
QG om+1
Cum 3; > 0, din (6.6) gisim
(6.8) O m+1 > 0.

Inegalitatile (6.7) pentru care ojm,m+1 < 0 sunt evidente.
Qjm+1 > 0, din (6.7) gasim

Bj >ﬂi

- )
CYj,erl ai,erl

care ne arata ca

(6.9) PG

Oéi,m-"—l

Pentru

este minimul rapoartelor ﬁ, cu o m+1 > 0. Asadar, vom obtine prin tre-

Q5 m+1

cerea de la (1) 1a (2 0 nous solutie de bazi daca elementul pivot este pozitiv,
iar pivotul va fi acela care furnizeaza cel mai mic raport A\, cand termenii liberi
se Impart la elementele pozitive corespunzatoare de pe coloana pe care lucram.
In limbaj vectorial, se mai spune ca am gasit conditia prin care precizam vec-

torul care iese din baza.

Acum si vedem in ce conditii 2(?) este o solutie de bazi mai buni ca

@,

Avem

f([L'(2)) = (61 - @Oél,m-&—l> =+ ... +Cz’_1 (67;_1 — M

QG m+1 QG m+1
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i QL i Xm,m i
+eip (@»H - 5“) +otem (Bm - ﬁ’“) +cm+1% =

Ajm+1 Qi,m+1

= f@0) +

[emi2 — (101, my1 + 200 mp1 + .o+ QG mp1 + ...+
QG m+1

Cmam,nl+1)] .

Daca notam

Zm+1 = C100 m+1 T C202 my1 + ... + GO my1 + -0+ CnQm mt1

atunci putem scrie

f(ﬂU(Q)) - f(x(l)) = MCm+1 = Zm+1)

Cum A > 0, rezulta ca f(x(z)) < f(x(l)) dacd Ay = Gl — 2Zmy1 < 0.

Prin urmare, vom trece de la o solutie de bazi (") la una z(? mai
buna, daca diferenta A,,11 = Cnt1 — Zm1, corespunzatoare vectorului P41,
corespunzator necunoscutei x,,41 care va deveni principala, este mai mica decat
0.

Practic, trebuie sa calculam marimile

zj = c1015 + Ca0j + ...+ CQyj = <CB,PJ'>, j=1n,

adica produsul scalar dintre vectorii Cg = (¢1,¢a,. .., ¢n) al coeficientilor ne-
cunoscutelor de bazi si 'P; = (a1, azj, ..., 0ny;) al componentelor coloanei j;
apoi diferentele A; = ¢; — 25, 7 = 1,n. Cum f(z®) = faW) = AA;, rezulta
ca () va fi o solutie mai buni daci A; < 0. Aceasta inseamna ca daca toate
diferentele A; > 0, j = 1, n, atunci nu se poate obtine o imbunétatire a solutiei,
si in consecintd, solutia z(1) de bazi este optimi. Din cele de mai sus, rezulta
pentru algoritmul simplex urmatorii pasi:

Pasul 1. Se determina o solutie de baza a problemei de P.L., prin aplicarea
metodei elementului pivot care respectd conditiile (6.8) si (6.9);

Pasul 2. Se calculeaza toate valorile z;, 7 = 1, n, obtinute prin produsul scalar
al vectorilor C'p si P;;

Pasul 3. Daca exista diferente A; = ¢; — z; < 0 se trece la gasirea unei alte
solutii de baza prin introducerea in baza a vectorului pentru care A; < 0 este
cea mai mare in valoare absolutd. Daca toate diferentele A; > 0, atunci se
trece la Pasul 5;

Pasul 4. Se repeta pagii 2 i 3 pand cand nu mai exista diferente A; < 0.
Acum s-a ajuns la solutia optima.

Pasul 5. Se scrie solutia optima: variabilele principale (ale caror vectori
coloana contin numai o cifra de 1 restul fiind zero) au valorile corespunzatoare
din coloana termenilor liberi, variabilele secundare au toate valoarea zero, iar
min f = (Cp, Sp), unde Sp este solutia de bazi.
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De obicei, pentru lucrul manual, pagii algoritmului simplex se efectueaza
intr-un tabel. Acest tabel reprezinta, de fapt, transformaérile de la metoda
eliminarii complete aplicata la rezolvarea sistemului de restrictii, dar comple-
tate cu o prima linie formata din coeficientii functiei scop f si cu inca doua
coloane: Cp — a coeficientilor bazei, respectiv cu baza B.

In momentul in care s-a ajuns la o solutie de baza tabelul se completeaza
cu doud linii pentru calcularea valorilor lui z;, respectiv A;. Un astfel de tabel
are forma

C C1 C2 C3 e Cn
Cs | B b Py i) Py | ... P,
€1 b1 a1 a12 a13 R a1n
ez | ba | @21 | a2 | az3 | ... | az,
B
= Aij
€
€m bm am1 Am2 am3 L Amn,
Zj f
A | -

P,
J . o v ) . v oA P A~
— semnifica faptul ca vectorul e; pleaca din baza, in locul lui intrand vectorul

p—

PJ . Sa ilustram acestea printr-un exemplu.
Exemplul 6.3.1. Sa se rezolve problema de P.L.

(mm)f(x) =x1 +2x9 + x3 + 314

cu restrictiile
201 + 29 — 23+ 224 =6
1+ a9+ 2x3=25
—r1 4+ 222 +r3+ x4 =8
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Avem

¢ 1 2 1 3
Cp B b Py Py P Py
P
= e1 | 6] 2] 1112
1 |5 111 ] 20
es |8 112 1 1
T [P |31 [ L[-1[1
2 1 5
p— €2 2 0 5 5 -1
) G (11031 [2
1 P 1 1 0 -3 2
2 Pl 4 0 1 5 -2
Py
= es 0 0 |-12| 7
€3
=Tl lz]1i]o]l 2 o
Py
2| P [ ]0[1] & [0] Prima solutie de bazi
3P L0021
Zj % 1 2 —171 3
AT Jojo] B0

Cum A; > 0, j = 1,4, rezulta ca solutia de baza gisitd este si optima:
txmin = (%7 3*70507 %) si minf = 678

Observatia 6.3.1 Dacd printre vectorii P; avem vectori unitari din baza
canonicd, atunci acestia pot fi luati direct in baza B.

Exemplul 6.3.2. Sa se rezolve problema de P.L.

1
(max) f(z) = =321 + Txg — 5%~ 5z4 — 35

201+ x9 + T3 — x4 + T4 =2
—x1 4+ 210 — 203 — 224 +27 =3
3r1 —x9 + x3 + X5 =9

Cerinta de maxim poate fi inlocuita prin cea de minim (vezi Observatia

6.2.1), considerand

1
(min)(—f(x)) = 3z — Txa + 573 + 524 + 325
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Se mai observa ca vectorii Ps, Py si P; sunt din baza canonica, deci, pot
fi considerati direct in baza B.

Prima
solutie
de baza

A doua
solutie
de baza

A treia
solutie
de baza

A patra
solutie
de baza

Avem
c[3]7] L[5]3]0]0
Cg | B b | P | P | P3| Py| P | Ps | Py
,
= | 0o | P 2 1|1 ]-1l0]1]o0
Pe
0 P | 3| -1 2 -2 | -2 0 0 1
3 P |9 3 | -1 1 0 1 0 0
z; | 279 -3 3 0 3 0 0
A, 6| 4] -35]0]0]0
3| P 1 1 z : | -3]0] 2 0
il 5 | _3 | _» 1
=0 p | a0l 3 s l-2lo| L |1
5 P 6 | 0] -2 -2 2 [1] =20
Zj 21 3 —% 0 3 |3 -3 0
A -0 Lt T 12 ]0]3 |0
Zlsle | 21l o ¢ ]olo] 2 -1
o 5 5 5 5
TP 2o 1 | =210 & | 2
3| Ps 10 0 0 -2 -1 1 -1 1
T R T R W e A
AT - [0 0 [—L[T1 o] B¢
3 | P 3 2 0 1 0 0] 5 | —%
TP TS 1 0 |1 o] &1
5P| Z 2 0 | 0 |1 ]1] 0|2
155 | 23 1 13 3
il s T 2 | 43| -F |8
Al - [f[o o0 1o =3
Cum toti A; > 0. j = 1,7, rezultd cd am gasit solutia optima, datd de
ty = (0, %, i, 0, %, 0, O), iat min(—f(z)) = 155/8. Rezulta ca problema de P.L.

datd are aceeasi solutie de optim, iar (max)f(x) = —min(—f(z)) = —155/8.

Observatia 6.3.2 O problemd de P.L. de mazim se poate rezolva si direct,
fard a o mai reduce la una de minim, numai cd atunci vom avea solulia optimd
cand A; <0, j = 1,n. Daca avem si A; > 0, atunci vom alege pe cea mai
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mare A; > 0, aceasta determindnd vectorul care intra in baza. Vectorul care
iese din baza se stabileste ca si la problema de P.L. de minim.

Observatia 6.3.3 Daca in unele ecuatii de restrictic avem termeni liberi neg-
ativi, respectivele ecuatii pot fi inmulfite cu —1.

6.4 Cazuri speciale intr-o problema de P.L.

In acest paragraf vom analiza cateva situatii speciale care pot aparea
intr-o problema de P.L.

6.4.1 Solutii multiple

In orice tabel simplex toate diferentele A; corespunzatoare vectorilor
bazei (necunoscutelor principale) sunt nuli. Daca in tabelul simplex, care
contine solutia optima, numarul zerourilor din linia diferentelor A; este mai
mare ca m (numdarul vectorilor unitari), atunci problema de P.L. poate avea
mai multe solutii optime. Pentru a gasi celelalte solutii optime se introduc in
baza, daca este posibil, vectorii P; pentru care A; = 0. Numarul maxim de
solutii optime este C}*, unde k este numarul de zerouri din linia diferentelor
Aj. Dupa obtinerea tuturor solutiilor optime se scrie solutia optima generala
ca gl o combinatie liniard convexa (vezi Definitia 6.2.6).

Exemplul 6.4.1. Sa se rezolve problema de P.L.

(min) f(z) = 3z + 229 + 223 + 24
X1 +xo +x3 +x4 =100

—r; —T2 +x3 X4 =0
X9 +x4 =10

z; >0, i=14.
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Rezolvarea problemei de P.L. cu algoritmul simplex este data in tabelul
urmator

c[3T2T2 1
Co T BT b | PP B P
e (100 1 [ 1 11
e | 0 [ A 111
Py
= es | 1010101
) e 90 [T [0 [1]0
P3
= es | 10 |10 1 ]2
el o ] 1T 0]1
hih e | sol2]olol=2
T2 R0 a0 12
> [P 10 0] 1]0]1
3 [P |40 [ 1] 0] 01
2 | Ps| 50 | 0 0 1 1 | Prima solutie de baza
2 [P’ |10 0] 1]0]1
5 240 3 [ 2] 2 [ 1
A, - [0]0]0]0

Cum toate diferentele A; > 0 rezultd ca avem solutia optima
M = (40,10,50,0), cu (min)f(z) = 240.

Cum avem patru zerouri pe linia lui A; este posibil sa obtinem si o alta
solutie optima, introducand pe P in baza. Cum \,;nim se obtine pentru Ps,
vectorul P, va intra in locul lui P,. Tabelul simplex pentru problema P.L. se
continua astfel:

c[3T2]2]1

Cs | B| b | P | P | Ps| P
3 | P[50 | 1] 1]0]0
2 | Ps | 40 | 0 | -1 10
1 [P |10 0] 1]0]1
Z | 240 3 | 2 | 2 | 1

A; T —[0][0]0]O0

Se obtine a doua solutie optima
2 = (50,0,40,10), cu (min)f(x) = 240.

Se observa ca alte solutii optime nu mai exista.
Solutia generala a problemei va fi:

z = azW + Bz?), unde o, 3> 0,a + 3 =1,
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adica
x = (40c + 503, 10cx, 50 4 403, 1008), (min) f (z) = 240.

Observatia 6.4.1 In general, solutia optima generald nu este si solutie de
baza, numarul componentelor sale nenule fiind mai mare decat m.

6.4.2 Solutie infinita

Fie o problemé de P.L. de minim. Exista situatii in care avem o diferenta
A; <0, dar componentele vectorului P; sunt toate negative sau 0, ceea ce face
imposibild alegerea elementului pivot. Vom arata ca in aceasta situatie functia
de eficienta are un minim infinit, adica valoarea ei poate fi facuta oricat de
mica.

Consideram tabelul simplex

C C1 Co Cm Cj Cn

Cp | B b | P | P ... | Pp|...| F |...| P,
(&1 P1 ﬁl 1 0 0 Qaqj qn
Co P2 62 0 1 0 Q2 Qon
cm | Pn | B | O 0 |... 1 vl amg | s |
Zj Zb C1 C2 Cm, Zj Zn

Aj T Jo o .. [0 . A& |4,

cu solutia de baza (V) = (B1,..., Bm,0,...,0), A; < 0sia;; <0,i=1,m.
Atribuim necunoscutei x; valoare M > 0 (oricat de mare ), adicd z; =

M, iar celorlalte necunoscute secundare le atribuim valoare 0, adica x,,+1 =

0,...,2j-1=0,2;41 =0,...,2, = 0. Obtinem astfel solutia posibila

.’13(2) = (ﬁl — Oéle,ﬁx — OéQjM,...,ﬁm — Ozij,O,...,M,O,...,())
Valoarea functiei de scop f pentru z(®) este:
f($(2)> = Cl(ﬁl — Otle) + Cg(ﬁg — OéQjM) + ...+ Cm(ﬁm — Oéij> + CjM =

= f(aW) + Mlej — (cranj + caqgj + ... + emamj)] = f(zW) + MA;.

Cum A; < 0si M — oo, rezultd ca f(z?) — —oo, ceea ce trebuia
demonstrat.

Pentru o astfel de problema de P.L. sse spune ci ea are solutie (optima)
infinita.
Exemplul 6.4.2. Sa se rezolve problema de P.L.:

(mln)f(x) = =221+ 22 — 203 — 314
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dry +xo —3x4s =10
2r1 —Io Hx3 =6
2%1 —X2 +3CE4 =6

Utilizand algoritmul simplex obtinem tabelul:

c| -2 1 -2 | -3
Cg | B b P P | P3| Py
€1 10 4 1 01 -3
2 | P 2 -1 1 0
i} e 2103
e3
o ex | 16 [ 6] 0 00
2P| 6 | 2] 110
3 [P 4 [Z]-f[01
2 | P % 1 0 0 0
2 | P é 0 -1 1 0
3| Py Z—; 0 —% 0 1
Zj 7% -2 3 -2 —3
A 0 -2 0 0
Deoarece Ay = —2 < 0, iar a;a = 0, age = —1 < 0, gy = —% < 0,
rezultd ca (min) f = —oo. intr—adevér, luand 2o = M >0, 21 = %, T3 = %—i—M,
Ty = % + M, avem
86
f(z) = —5 = 2M

si astfel cand M — oo, obtinem f — —oo.

6.4.3 Degenerare in problemele de programare liniara

Consideram problema de P.L. standard

(min) f(z) = cx
Ax =1
x> 0.

Aceasta, conform Definitiei 6.2.3, va avea o solutie degenerata daca
numarul componentelor sale strict pozitive este mai mic decat m, adica cel
putin o necunoscutd principald are valoarea zero (in vectorul coloana b exista
zerouri). Situatia de degenerare intr-o problema de P.L., apare, fie la inceput,

fie pe parcurs, cand la introducerea In baza a unui vector existd mai multe ele-
mente pozitive care furnizeaza acelagi raport minim. In aceasta ultima situatie
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apare aga numitul fenomen de ciclare. Pentru a evita acest fapt, elementul
pivot, se demonstreaza, va fi ales acela care furnizeaza cea mai mica linie in
ordonarea lexicografica.

Definitia 6.4.1 Linia (by;x1,o,...,2,) este mai micd in ordine lexi-
cografica decdt linia (ba;y1,Y2,---,Yn) dacd by < by, sau by = by i x1 < Y1,
sau by = ba, x1 = y1 §t wa < Y2, sau $i asa mai departe by = by,
T =Y, Tne1l = Yn—1 $1 Tn < Yn.
Exemplul 6.4.3. Sa se rezolve problema de P.L. standard:

(max) f(z) = z1 + 4xe + 5x3 + 224

3r1  +xo +xr3 +x4 =6
r1 +2x +x3 4x4 =6
2x1  +xo  +3z3 =7

Inlocuim cerinta de maxim prin
(min)(—f(x)) = —z1 — 4x — by — 2x4.

Acum, utilizand algoritmul simplex, avem:

c|-1|-41|-5 -2
Cg | B b P | P | P Py
e1 6 3 1 1 1
Py
P €9 6 1 2 1 1
’ | 72T [3] 0
r;% et | 331012 1
NEIFaEEEI IR
es | 4 15 [0 ] 5] -3
1A T 1[0 ¢ z
12 2 2
"3 B R 151 . 1 151 54
= e |5 | 0] 05| 3
TP (1 [1[0][0] =2
4 [P 20 1] 0] & | Primasolutie de baza
5 [P [ 1001 [-=%
5 A1 45| —&
AT - (o000 -Db
2 A [T [T[0[0] 1
-4 P 0 -2 1 0 0
5 [P Z [ 2[0][1]0
5 (9] 4| 4] 5| 2
A, [3]0 0] 0
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La tabelul care a dat prima solutie de baza avem Ay = f% < O,iar
raportul minim A = % este obtinut i pe linia lui P; si pe linia lui P,. Cum
by =1 < by = 2, rezulta ca in ordinea lexicografica linia lui P; este mai mica
decat linia lui P,. Asa ca la acest pas s-a ales elementul pivot 1—31 din linia lui
P.

Solutia optima obtinuta este degenerata

11
M = <0,0, g, 3> , pentru care (min)(—f) = —19.

Solutia chl) este solutie optima si pentru problema de P.L. de maxim,

cand (max)f = —min((—f) = 19.

6.5 Rezolvarea problemei generale de progra-
mare liniara

Intr-o problema generala, de programare liniara unele restrictii apar si
sub forma de inecuatii (vezi Observatia 6.2.2). Rezolvarea unei astfel de prob-
leme se face prin transformarea ei intr-una standard, prin introducerea ne-
cunoscutelor de compensare.

Astfel, pentru o restrictie de forma

a1y + AT + ..+ ATy < by

consideram necunoscuta de compensare x,4+1 > 0 si transformam inecuatia in
ecuatie astfel
a1+ Qipka + ...+ QinZn + Tnp1 = b;

Pentru o restrictie de forma
arp1T1 + Qa2 + ...+ ApnTpn > by

consideram necunoscuta de compensare x,4+2 > 0 si transformam inecuatia in
ecuatie, astfel
171 + AgaT2 + ...+ Akn Ty — Tpi2 = by

Cate restrictii de tip inecuatie avem, atatea necunoscute de compensare
vom introduce.
In functia de eficienta necunoscutele de compensare se introduc cu coeficientii
egali cu zero.

In solutia optima din tabelul simplex s-ar putea sa apara si unele ne-
cunoscute de compensare, dar in solutia obtinuta a problemei de P.L. generala
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acestea nu se considera.
Exemplul 6.5.1. Sa se rezolve problema generala de P.L.:

(min) f(z) = 321 — 2x9 + da3 — 24

2x1 +3xy —x3 +x4 =7

S5r1 +2x9 +x3 —Ty >5

1  +x2  +2r3 +2r4 <10

2x1 +2x9 +x3 +x4 <9
X >0, j= 177

Transformam problema generala in una standard, introducand variabile
de compensare x5, g, T7:

(mln)f(x) =3x1 — 222 + 413 — 14

2x1 +3x9 —x3 414 =7
5$1 +2I2 +,I3 —XT4 —T =
I +CB2 +2l‘3 +2JZ’4 +f£5 = ].0
2x1 +2x9 +x3  F24 +x7 =9

Acum, aplicim algoritmul simplex si avem:

c[3T2[ 4 110 00
Co B b [P P B P | B | B P
el 7 2131 110 00
P
= es | 5 |52 1| -1]-11]0/0
o B0 112 2 0 10
Ol 9 22 1T [ 1 [0 01
= el s jofrl-z[ 2] 2 o0]lo
e

5 TA T 1 (1 [Z1 1[I -I[0]0
0 [P 9 |02 T[T T [1]0
0 [P | 7 [0S 2 [ Lt 2101

25 —7 i 2
2 [P | 5 [0 [ L[5 [ [ 7 [0]0
3P L0 [y [0 [0
0[Py | [0 [0 [ T T
R e L e

——— B Rt e
R

J 11 11 11

Cum toti A; >0, j = 1,7. rezultd cd solutia problemei de P.L. standard

este
L _ ( 1 25 84 47

ﬁ? ﬁ7070,07 ﬁ, 11> 7(m1n)f(x) = _ﬁ7
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iar a problemei generale

1 25 47
(1) = _— 1 = ——

caz in care nu am mai luat in seama valorile necunoscutelor de compensare.

6.6 Dualitatea in problemele de programare
liniara

Plecand de la o probleméa de P.L., totdeauna se poate formula o noua
problema de P.L., folosind aceleasi date numerice ale problemei date, care insa
sa ceara determinarea valorii optime contrare. Intre solutiile celor doua prob-
leme de P.L. exista stranse legaturi.

Perechea de probleme de P.L. astfel construite respecta un principiu gen-
eral din gtiinta, In particular din matematica, numit principiul dualitatii, iar
problemele respective sunt numite probleme duale (se mai intalneste si ter-
menul de probleme conjugate) una alteia. De obicei problema de P.L. initiala
se numeste primala, iar cea obtinuta prin dualitate se numeste duala.

Notiunea de dualitate in problemele de P.L. are, pe langa insemnatatea
teoretica, si o mare importantd practica, deoarece, fiind date doua probleme
duale, exista posiblitatea alegerii pentru rezolvare a problemei mai convenabile
din punct de vedere calculatoriu.

Mai exact, tabelul simplex, ce contine solutia optima a unei probleme,
cuprinde solutia optima a problemei duale, componentele acestei solutii se afla
pe linia diferentelor A; ale acestui tabel, in dreptul vectorilor (necunoscutelor)
de compensare corespunzator problemei duale. In caz c& avem mai putin de m
vectori (necunoscute de compensare) se adauga vectori unitari e; in completare
(numiti vectori ajutatori sau artificiali), cu coeficienti zero pe linia lui c.

Definitia 6.6.1 Spunem ca intr-o problema de P.L. avem o restrictie con-
cordanta dacad ea contine semnul ”>” intr-o problema de minim i, respectiv,

semnul ”<” intr-o problema de mazim.

Definitia 6.6.2 Spunem cd intr-o problemd P.L. avem o restrictie necon-

cordanta dacd ea contine semnul "<” intr-o problema de minim i, respectiv,
semnul ”>7 intr-o problemd de mazim.

Prin urmare, intr-o problema de P.L. avem urmatoarele categorii de
restrictii: concordante, neconcordante si egalitati.

Pentru a cuprinde toate situatiile posibile vom considera ca i pentru
necunoscute (variabile) putem avea urmatoarele categorii: nenegative, (z; >
0), nepozitive (z; < 0) si libere (z; € R).
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P.L.

Acum, putem da regulile de corespondenta in formarea problemelor de

P.L. primal P.L. dual
minim maxim
maxim minim
necunoscuta nenegativa restrictie concordanta
necunoscuta nepozitiva | restrictie neconcordanta
variabila libera restrictie egalitate
restrictie concordanta variabila nenegativa
restrictie neconcordanta variabila nepozitiva
restrictie egalitate variabila libera
numar de necunoscute o e
(variabile) numar de restrictii
numar de restrictii numar de . ec.unoscute
(variabile)
termenii liberi ai restrictiilor coeficientii functiei obiectiv
coeficientii functiei obiectiv termenii liberi ai restrictiilor
coloanele matricei restrictiilor liniile matricei restrictiilor
necunoscute principale necunoscute de compensare
necunoscute de compensare necunoscute principale

linia ”A;” din tabelul simplex

coloana ”b” din tabelul simplex (eventual cu semn schimbat)

coloana ”b” din tabelul simplex

A .
linie "A;" din tabelul simplex (eventual cu semn schimbat)

Exemplul 6.6.1. Se da problema primala de P.L.

(min) f(z) = 21 + @2

dxy +3z2 > 24
501 +9xy >45
3r1 —4dxy > —44
—I1 Z -8

1 >0, x9>0.

Sa se scrie duala acestei probleme.
Avand patru restrictii si, respectiv, doud necunoscute din programul

primal, vom avea patru necunoscute si, respectiv, doua restrictii. Asadar,
programul dual va avea forma:

(max)g(y) = 24y; + 45y2 — 44ys — 8ya
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(termenii liberi ai restrictiilor au devenit coeficientii functiei obiectiv),

dyr +d5y2 +3ys —ya <1
3y1 +9y2 —4ys <1

Exemplul 6.6.2. Fie data problema principala de P.L.:
(max)f(x) = 221 + 229 + 3x3 + 314,

r1 FT2 +x3 +x4 <5
Tx1 +5x9 +3x3 +xy4 <1
3£81 +5ﬂ§2 +101’3 +15(£4 < 1

X >0, j=14,
duala ei are forma:
(min)g(y) = 5y1 + y2 + y3

y1 +7y2 +3ys  >2

y1 +5y2 +dys >1

y1 +3y2 +10y3 >3

1 +y2  +15ys >3
yj Z 07 ] = ﬁ

Exemplul 6.6.3. Pentru problema primala de P.L.
(mln)f(x) =2x1 + 12 — 3x3
1 2w +wx3  >6

T 72562 +3I3 S8
2.’E1 —xs3 =5

szoa j:1737

duala are forma
(max)g(y) = 6y1 + 8y2 + 5y3

Y1 ty2 23 <6
2y1 —2y9 <8
y1 +3y2 —ys <5

y1 >0, y2<0, yslibera (oarecare).

Am vazut pana acum o prima legatura intre problemele duale de pro-
gramare, 1n sensul ca una se obtine din cealaltd prin mijloacele mentionate mai
Sus.
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In continuare vom prezenta o alta legatura, sub aspectul unor relatii
dintre solutii si functiile de eficienta.
Sa consideram problemele duale, scrise matricial:

P.L. primala P.L. duala
(min) f(z) = co (max)g(y) = tby
(1) Az =10 (2) Ay <'c
x>0 y arbitrar

unde 'y = (y1,. .., Ym)-

Teorema 6.6.1 Dacd z(? siy©) sunt solutii posibile oarecare ale problemelor
(1) si (2), atunci
9y @) = by @ < ca'® = f(@).

Demonstratie. Din faptul ci z(© si y(©) sunt solutii posibile ale problemelor
(1) si (2) respectiv, avem:

tAy(O) < tc7 cu y(o) arbitrar,

respectiv
Az® = b, cuz® > 0.

Astfel putem scrie
g(y(O)) = py) = t(Aaj(O))y(O) - (tx(O)tA)y(O) - tx(O)(tAy(O)) <tpOte —
= () = () = 1),
ceea ce trebuia demonstrat.

Teorema 6.6.2 Pentru problemele duale (1) si (2) de programare liniard au
loc una si numai una din urmdatoarele situatii:

a) ambele probleme au solutii optime finite i atunci (min)f = (max)g;

b) una din probleme are solutie infinita, iar cealaltd este incompatibild (nu
are solutie);

¢) una dintre probleme are solutie degeneratd, iar cealaltd problemd poate
avea solutii multiple.

Demonstratie. a) Fie z(!) o solutie optimi a problemei (1) si %) o solutie
optimé a problemei (2).
Din Teorema 6.6.1 avem

min f(z) = f(zV) > g(y™) = max g(y).
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Acum, din obtinerea tabelului simplex rezulta ca dacd notam cu I ma-
tricea de tipul m x m din A, data de vectorii principali P; care dau solutia
optima (M| atunci () = T'~'b. Analog avem ty(") = ¢!

Atunci rezulta

f(m(l)) =cprV = cpT b= ty(l)b = g(y(o)),

adica min f(r) = max g(y).
In mod analog se stabilesc acum, far& mare greutate si punctele b) si c)
ale teoremei.

Observatia 6.6.1 Teoremele 6.6.1 si 6.6.2 poarta numele de teoreme ale
dualitatii.

Ele ne justifica cele afirmate la inceputul paragrafului: prin rezolvarea
uneia dintre problemele duale avem si solutia celeilalte. De aceea, practic putem
alege pe cea in care calculele sunt mai simple.

Exemplul 6.6.4. Sa consideram problema de P.L. din exemplul 6.6.1. Aici se
observa ca este mai convenabil sa rezolvam problema duala deoarece ea contine
numai doud restrictii. O aducem la forma standard, introducand variabilele de
compensare ys si Yg

(max)g(y) = 24y1 + 45ys — 44ys — 8y,

dy1 +5y2 +H3ys —ys +ys =1
3yr +9y2 —4ys +ye =1

Aplicand algoritmul simplex, obtinem:

c[24[45] 4 [ 8 [ 0 [ 0
Co [B[b |P|PB| P | Pi| B | B
P, 1[4 [5] 38 [ 1 [ 1[0
i) Ps| 1] 3 4 o | o] 1
Pe
5 1000 0 [ 000
A;| 24|45 4 | 8 0 |0
;
=0 P g|Flo| F | 1] 1]
B P [ L T 1| 20 [0 1
Z | 5 1545 20 [ 0 | 0 | 5
A;| [ 9|0 2 805
21 Pl % L 0 %5 _1% %1 _42%
I
ST D g I
AT ToTo W~ —or—m
J 7 7 7 7
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Cum toate A; < 0, rezulta ca Z(;) = (%, %, 0, O) este solutie optima pentru

problema duala, cu min g(y) = %. De pe linia lui A;, in dreptul vectorilor de

compensare Ps si Py, gasim solutia problemei primale:

27 20 47
M = (7,7,0,O> , cu max f(z) = -

Observatia 6.6.2 FEuxista situatii in care rezolvarea unei probleme de P.L. se
lungeste prin calculele care conduc la determinarea unei baze formatda din vec-
torii P; ai problemesi. Este preferabil ca intr-o astfel de situatie sa lucram cu b
in care avem gi componente b; < 0, folosind un algoritm simplex modificat, apli-

cat asupra problemei duale, numit algoritmul (metoda) simplex modificat
(dual).

Pasii de lucru sunt aceeasi, deosebindu-se de metoda simplex primala
numai prin urmatoarele:

1) Criteriul de iegire din baza. Pe coloana lui b se alege

bi, = ini%{bZ}

2) Criteriul de intrare in baza. Daci pe linia lui b;, toate elementele o,
sunt nenegative, atunci problema este imposibila. Daca exista a;,; < 0,
atunci determinam

J

Q50 = ININ

Qg j <0 ’

Qigj
urméand ca vectorul corespunzator lui «;,;, s& intre In noua baza.
Se aplica repetat acesti pasi pana cand b > 6 si A; verifica conditiile din

simplex primal, situatie in care b da solutia optima.
Exemplul 6.6.5. Sa se rezolve problema de P.L.:

(min) f(z) = 4x1 + 5z + 3z3

3.’E1 +2.’b2 +£L’3 Z 7

X1 —x9 +2x3 >6

201 +xo —x3 >8
€ >0, j= 1773

Se observa ca daca am lucra cu problema primala necunoscutele de com-
pensare ar fi introduse cu coeficientii —1 deci vectorii de compensare nu ar putea
fi folositi in baza initiala.

inmult;ind cu —1 restrictiile, obtinem problema de P.L.:

(mln)f(x) =4x1 + bxo + 323
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—31‘1 —2.132 —XI3 S -7
—X1 +xo 72.%3 S —6
72%1 —X2 +x3 S -8

Acum introducem variabilele de compensare x4, x5 $i T¢ si problema ia

forma:

—3$1
-1
—2161

(min) f(z) = 4x1 + 5z + 323

—2xe  —mz  +wy = -7

+1172 72I3 +£C5 = *6

—T2 +{E3 -I-(EG = -8
.’L‘j Z O, j = 1,76

Cum b < € este mai convenabil sa aplicim algoritmul simplex dual.

Avem:

c[ 4753 ]0]0]O0

Co | B|b | P | P | P | P | Ps | Ps
0O |P|-7| 32 -1[1[0]O0
0 [P|6[-1] 1T [-2]0]1T]60
Ps|-8|2]-1|1/|0] 0] 1
zz /O[O0 0[O0 [0[0]O
A;T-T4 530070
P50 -f]-5]1]0]=-3
P20 32 |-53]0|1]-3
P41 ] L [-f[o0o[0 -2
zi |16 4 2 [ 2[00 |-2
A;T-To 35002
0O [P |70 20 1]-1]-1
3 | P i 0 ig 1 ]0 fg gz
4 Th[ZE]1 ][ T ToJo[-1]-2
z; |20 4 [ -1 [ 3 [0 -2]-1
A;-To0o]l6 00|21

Cum b >0 si A; >0, j =1,6, rezulti ci avem solutia optima:

5 9

W = (22 0,;1) ,min f(z) = 20

Observatia 6.6.3 Dualitatea in problemele de P.L. se poate interpreta si eco-
nomic. Astfel, problema primald

(max) f(z) = cx
Ax <b
x>0
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reprezintda modelul unui proces economic in care se realizeaza n produse, folosind
m resurse, a;; reprezentand unitatea din resursa i utilizatd la produsul j, i =
1,m, j = 1,n, b;—cantitatea disponibild din resursa i, i = 1,m; ¢; venitul
pentru o unitate din produsul j st x; numarul de unitati realizate din produsul
j, 5 = 1,n (vezi §1.3). Functia obiectiv reprezintd venitul total realizat. In
problema primala se cere sa se determine numarul de unitafi din fiecare produs
asa incat venitul sa fie mazxim.

Acum, sa urmarim procesul economic dupa criteriul cheltuieli—venit.
Fie y; pretul fixat pentru unitatea din resurse i, ¢ = 1,m. Costul resursei 4
in cantitate de b; unitati, consumata pentru fabricarea produselor, este b;y;.
Cheltuielile necesare pentru toate resursele folosite sunt

g(y) =biy1 +boyo + ... + by ¥Ym-

Cum consumul din resursa 7 pentru realizarea unitatii de produs j este
a;;, costul acestei cote care realizeaza unitatea de produs j este a;; - y;. Costul

total al cotelor din resursele i, i = 1, m, care participa la crearea unitatii de
m

produs j, este E ai;Yyi, care trebuie sa satisfaca conditiile
i=1
m

Za/ijyi Z Cj, .7 = 17”'
=1

Cum dorim ca sd avem cheltuieli minime, obtinem problema de P.L.:

(min)g(y) = by + bayz + .. + bYm

m
Zaijyi20j7 ]:1,7’7,
i=1

ijOa ]:ﬁa

care constituie duala problemei primale de maxim.

6.7 Probleme

1. Utilizand algoritmul simplex, rezolvati problemele standard de P.L.:

a) (min)f(x) = 3z1 + 4ao + 323 + 24
ry —2x0 H4x3 +x4 =5
T +3r3 +2x4 =7
X1 “+xo +xr3 +3x4 =6
3x1 +3rs +bry +6xy =8
z; >0, j =14
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b) (min)f(z) = 221 + x2
2x1 +3x0 +x3

=10
1 +3x2 44 =4
2:1‘1 +5£L‘2 +x5 8
z; >0,7=1,5.
¢) (min)f(z) = —x1 — 223 + 24
1  4x2 +2x3 +z5; =12
4dr1 —x9 +2x3 —2x4 +4rs5 =13
T9 +x3 +x4 +xs =7

27 +3x2  +5r3 +3z4 =11
51 +T7x9 +12x3 +4z4 =20

e) (min)f(z) = 1321 + 8z + bz + 1lay + 325
51‘1 —|—2l‘2 —|—21‘3 —|—I4 —|—4l‘5 = 12
{ 31’1 +2£L’2 +.’£3 +£L’4 +3£L’5 = 7
z;>0,5=1,5.

f) (min)f(z) = 921 + 3x2 + 223 + 10025 + 10026
4ry +x9 +dx3z +x5 =7
3r1 +xo +4x3 —x5 +x6 =5
z;>0,5=1,6

g) (max)f(x) =z + 222 + 313 — 24
X +2(E2 +3£U3 = 15
2¢7 +x9 +dzs =20
xr1  +2x2 H4x3 4x4 =10

z; >0,7=1,4.

2. Sa se rezolve urmatoarele probleme generale de P.L.:

a) (min)f(x) =x1 + 922 + 3z3 — 614
3rx1 +dxry +4x3 +3x4 <6
r1 +2x9 423 4x4 >15

2;>0,j =14

)

(max) f(z) = 2z1 + x2 + 8x3 + 224

r1 +2xy +3x3 +z4 <3
{ 2x1 +3x9 +bxr3 +3x4 <7
r;>20,7=1,n
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¢) (min)f(z) = z1 + 2x2 + 323
T +xo +2x3 <1

T “+xo —x3 S 2
721131 +xo Z -3
x;>0,j=1,3.

d) (max)f(r) = —3x1 + 4y — 223
1 +3.’172 +2!IJ3 < 3
{ 31 +3xs 423 <4
x;>0,j=T1,3.

e) (max)f(z) = —3z1 + Txy — 323 — b1y
2r1 a9 +x3 x4 <2
—x1 +2x9 —2x3 +2x4 <3
3z —X2 +x3 <9
x; >0, j=1,4

3. Sa se rezolve, prin inermediul problemei duale, urmatoarea problema

de P.L.:
(max) f(z) = —bx1 + 32 + 4x3

—x1 +2x, <2
—r1 4z +3z3 <0
—x —r3 <1
T  —T <1

2120, x22>0, z3€R

4. Utilizand algoritmul simplex dual, rezolvati problema de P.L.:
(min) f(z) = x1 + 322 + 23

1 +2x0 +2x3 >10
221 +wxe  H2x3 =5
2x1 +2x9 +x3 > 20

5. Utilizand problema duala, sa se rezolve urmatoarele probleme de P.L.:

a) (min)f(x) = x1 + 229 + 43
4x1 +2x5 +dx3 > 60
{ 1 +2z9 H4x3 >8
2;>0,5=1,3.
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b) (min)f(z) = 1521 + 22 + x3
T +T7xry 4323 >2
1 +dxry +dxz >2
Ty +3$2 +10$3 Z 3
I +2£L’2 +15$3 2 3
Xy >0,5= m

6. Avem urméatoarea lansare de productie:

Materii prime Produse 1 - p p. | Disponibil
M, 5 7 13 200
M, 2 3 5 800
Pret; pe unitate 9 13 23

Sa se scrie modelul matematic pentru acastd probleméa economica si sa
se rezolve.

7. O firma S.R.L. produce produsele Py, P>, P; pentru care are un plan
lunar de cel putin 80 de unitati. Pentru realizarea produselor, se foloseste de o
magind ce poate fi utilizata lunar cel mult 210 ore. Magina produce o unitate
din P; 1n 3 ore, iar cate o unitate din P, sau P3 in 2 ore. Deoarece nu are
spatii de depozitare mari, cantitatea de produse de tipurile P; gi P> nu trebuie
sa depageasca 20 de unitati. Producerea unei unitati din produsul P; aduce
firmei un beneficiu de doud unitati banegti, iar a unei unitati din P, sau Ps
cate o unitate baneasca. Sa se proiecteze un plan de productie care sa conduca
la un beneficiu maxim.
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6.8 Testul Nr. 5 de verificare a cunostintelor

1. Definiti urmatoarele notiuni:

a
b
c
d
e
f

Solutie posibila a problemei de programare liniara standard;
Solutie de baza a problemei de programare liniara,;

Solutie nedegenerata a problemei de programare liniar;
Solutie degenerata a problemei de programare liniara;
Restrictie concordanta intr-o problema P.L.;

)
)
)
)
)
)

Restrictie neconcordanta intr-o problema P.L.

2. Rezolvati problema de programare liniard (min)f(x) = 2x1 + x2 + 323 +
5%4 — I5
201 +x9 + a3 =4
xr1 + 213 + x5 = 7
3x1 + 229 + x4 = 10

>0, i=1,5.
3. Rezolvati problema de programare liniard (maz) f(z) = 4x1 + 3z2 + 4x3

(E1+3$2—(E3+2.’E5 =7
—2x1 +4x3 + 14 = 12
—4xo + 323 4+ 8x5 + 26 = 10

;>0 , i=1,6.

4. Rezolvati problema deseurilor minime: Se dispune de baze de fier de 14
m lungime din care trebuie taiate 500 bucati de 8 m, 800 bucati de 5,25
m si 450 bucati de 2,5 m. Se cere si se stabileasca modul de taiere care
asigura cantitatea minima de deseuri.

5. Rezolvati problema de programare liniara (maz) f(x) = 4oy — 2o + 223 +
4334
6x1 + a9 — 34 =11
4r1 — 19 + 223 =8
4x1 —x9 + 324 =8
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10.

Rezolvati problema de programare liniara (maz) f(z) = 4x1 +5x2+8xs+
2x4 + 3x5

22131 + 3$2 + 3503 + x4 + 2395 =10

Ty — T + 223 — 624 + 325 =5

1+ 29+ x3 — 204 + 205 = 4

z; >0, ¢=1,5.

Rezolvati problema generald de programare liniard (min)f(z) = 4z, +
8ro — 223 + 14

1+ T2+ x4 =2

1+ 2x9 + 23 <5

To+x3 >3

;>0 , i=14.

Aduceti urmatoarea problema generald de programare liniara la forma
canonicd: (max)f(y) = 3y1 — 4ys

Y1 +y2 <8
y1—y2=>1

yleR, yQSO

Gasiti valoarea optimului urméatoarei probleme de programare liniara
folosind duala ei: (max)f(x) = —x1 + x2

I1+3]2§4
—21’1+1’2§3
3$1—$2§5

2120, x22>0.

Gasiti valoarea optimului urmaéatoarei probleme de programare liniara
folosind duala ei: (max)g(y) = 6y1 + 8y

2y1 +y2 < 4
Y1+ 2y2 <2
y1—2y2 <1

y1,y2 € R.
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Capitolul 7

Elemente de teoria
grafurilor

”Matematica este singura stiintd in care stim cu precizie despre ce vorbim gi
suntem siguri cd o afirmatie este adevaratd sau falsa”.
(David Hilbert)
Termenul de ”graf” are cu totul alta semnificatie decat cel de grafic.
Prima lucrare de teoria grafurilor a fost scrisa de renumitul matematician
elvetian Euler, in 1736, in scopul rezolvarii unor jocuri i amuzamente ma-
tematice. Dezvoltarea ulterioara a matematicii si in special a aplicatiilor ei in
diferite domenii gtiintifice a dat un impuls puternic dezvoltarii teoriei grafu-
rilor. Utilizarea ei in domenii variate, teoretice sau practice, de la probleme
economice la fundamentarea deciziilor politice, de la studiul retelelor electrice
la critica textelor, etc., 1i confera in zilele noastre o importanta aparte.
Folosirea grafurilor in elaborarea programelor de productie, investitii,
transport, desfacere etc. ale unitatilor economice a devenit o necesitate de
prim ordin.
In acest capitol noi vom aborda cateva din conceptele fundamentale ale
teoriei grafurilor, precum si cativa algoritmi utili in rezolvarea unor probleme
economice.

7.1 Notiuni fundamentale

Fie X o multime nevida si cel putin numarabila de elemente numite
noduri sau varfuri.

Definitia 7.1.1 Numim graf perechea (X,T), unde T' C X x X, adicd o
multime de perechi ordonate sau nu de elemente din X.
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Daca X este o multime finitd, atunci graful (X,T') se numegte graf finit,
In caz contrar se zice ca avem un graf infinit.

Putem da pentru graf si urméatoarea definitie echivalenta:

Definitia 7.1.2 Numim graf perechea (X, f), unde f este o functie definita
pe X cu valori tn multimea P(X) a pdrtilor (submultimilor) lui X.

Definitia 7.1.3 Daca toate perechile distincte din I sunt ordonate, graful se
numeste orientat. In cazul contrar, graful se numeste neorientat.

Pentru un graf orientat (X, T") perechea ordonata (z,y) € T, z,y € X,
se numeste arc, z fiind extremitatea initiala, iar y extremitatea finala
a arcului. In cazul unui graf neorientat o pereche neordonata (x,y) € T,
x,y € X se numesgte muchie.

In continuare noi o si lucrim numai cu grafuri orientate si finite, fara
a mai specifica acest lucru, mentionand totusi in cateva locuri si denumirea
notiunilor corepsunzatoare de la grafurile neorientate.

Un graf orientat i finit va fi notat prin (X, T'), unde X = {z1,22,...,2,}
va reprezenta multimea varfurilor, iar I' multimea arcelor.

Un graf (X,T') se reprezintd geometric in modul urmétor: a) fiecare
varf este reprezentat printr-un punct din plan; b) fiecare arc (z;,x;) € T se
reprezintd printr-o linie (dreaptd sau curba) care uneste cele doua extremitati
sl pe care se afla o sdgeata cu sensul de la x; la a; (vezi fig.1). Daca z; coincide
cu x;, zicem ca avem o bucla.

Fig.1

Intr-un graf neorientat muchia se reprezinta printr-un arc fara sageata.
Intr-un arc (x;,x;) varful x; se numeste predecesorul lui z;, iar z;
succesorul lui z;.
Exemplul 7.1.1. Graful (X,T') dat prin X = {z1,z9,23,24,25}, [' =
{($17 xQ)v (xlv 1’3), (xlv 1'4)7 (1’2, 1'3)7 (1'37 xQ)» (va {E4), (x3a (E4), (x3a xS)a ((E4, ‘r5)}

este reprezentat in figura 2. In aceeasi figura este reprezentat si graful
neorientat corespunzator lui.
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Fig.2

Definitia 7.1.4 Doud arce ale grafului (X,T) se numesc adiacente dacd au
cel putin o extremitate comund.

Definitia 7.1.5 Intr-un graf (X, T) multimea arcelor cu extremitatea initiald
x; se numeste multimea arcelor incidente spre exterior si se noteazd cu
I‘j Multimea arcelor incidente spre interior varfului z; se va nota cu I';, .
Atunci Ty, =T§ UT, este multimea arcelor incidente varfului z;.

Definitia 7.1.6 Un graf (X,I') se numeste simetric dacd oricare ar fi arcul
(xi,zj) € T avem i (xj,x;) €T,

Graful (X,T') se numeste antisimetric, dacd existd un arc (z;,z;) € T
astfel incat arcul (zj,z;) ¢ T.

Definitia 7.1.7 Un graf (X,T") se numeste complet daca pentru orice x;,x; €
X din (x;, ;) €T rezultd (zj,z;) € T.

Exemplul 7.1.2. Graful din figura 3 este simetric, cel din figura 4 este
antisimetric, iar cel din figura 5 este complet.

Fig.3 Fig.4 Fig.5
Definitia 7.1.8 Fie (X,T') un graf. Numim graf partial al grafului dat, un

graf (X,T1), unde T'y C T, adicd el se obtine din graful (X,T') prin suprimarea
unor arce.
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Definitia 7.1.9 Fie (X,T') un graf dat. Numim subgraf al grafului dat, un
graf (X1,T1), unde X C X7 si Ty CT.

Subgraful (X1,T1) se obtine din graful (X,T') prin suprimare a unuia sau
a mai multor varfuri si a arcelor aferente lor.

Exemplul 7.1.3. Graful din figura 7 este un graf partial al celui din figura 6,
iar graful din figura 7’ un subgraf.

Fig.6 Fig.7 Fig.7’

Definitia 7.1.10 Numim drum intr-un graf o succesiune de arce, adiacente
doud cate doud, la fel orientate, la care extremitatea finald a unui arc coincide
cu extremitatea initiald a arcului precedent.

Un drum in care extremitatea finald a ultimului arc coincide cu extrem-
itatea initiald a primului arc se numeste circuit.

Un drum se da prin scrierea intre acolade (sau alte tipuri de paran-
teze) a succesiunii varfurilor prin care trec arcele care constituie drumul sau
mentionand arcele din care se compune.

Exemplul 7.1.4. In graful din figura 6 putem considera drumurile:
dy = {1,202, 24,23}, dy = {71, 72, 74,72, 24,75}
ds = {2, 24,22}, care este un circuit.

Definitia 7.1.11 Numarul de arce dintr-un drum se numeste lungimea lusi.
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Definitia 7.1.12 Un drum ol unui graf se numeste elementar dacd fiecare
varf al sdau este utilizat o singurd datd. In caz contrar, drumul este numit
neelementar.

Un drum elementar care trece prin toate varfurile grafului se numeste
hamiltonian, iar unul neelementar care are aceeasi proprietate se numeste
drum nehamiltonian (prehamiltonian).

Definitia 7.1.13 Un drum al unui graf se numeste simplu daca utilizeaza
fiecare arc al sau o singurd data. In caz contrar, drumul se numeste compus.

Un drum simplu care foloseste arcele grafului se numeste eulerian, iar
unul compus care are aceeagi proprietate se numste drum neeulerian (preeu-
lerian).

Exemplul 7.1.5. In graful din figura 6 drumul d; = {x1, 22,24, 23,5} este
hamiltonian, dar nu este eulerian. Drumul do = {x1, 2,24, 22, 24,23, T5}
este nehamiltonian. Drumul d3 = {x1,29,24,25} este simplu, iar dy =
{x1, 22,24, 22,24,25} este compus.

Observatia 7.1.1 Intr-un graf neorientat notiunea de drum este inlocuita cu
cea de lant, iar cea de circuit cu cea de ciclu.

Definitia 7.1.14 Un graf (X,T') se numeste conex dacd inire oricare doud
varfuri ale sale exista un lant. Daca intre oricare doud varfuri ale grafului
exista un drum, atunci el se numeste tare conex.

Definitia 7.1.15 Un subgraf conex al unui graf coner se numeste compo-
nentd conexa a grafului, iar un subgraf tare conexr al unui graf tare conex se
numeste componenta tare conexa.

Se observa ca un graf este conex, respectiv tare conex, daca gi numai
daca el are o singura componenta conexa, respectiv tare conexa.
Exemplul 7.1.6. In figurile 8 si respectiv 9 avem reprezentate un graf conex
si respectiv unul tare conex. In figurile 10 si 11 avem reprezentate un graf
neconex §i respectiv unul care nu este tare conex.

Fig.8 Fig.9
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Fig.10 Fig.11

Graful din figura 10 are doua componente conexe, iar cel din figura 11
are doua componente tare conexe.

Definitia 7.1.16 Numim arbore wun graf conex si fara cicluri. Numim
padure un graf neconex si fara cicluri.

Exemplul 7.1.7. In figura 12 avem un arbore, iar in figura 13 o padure cu 3
arbori:

Fig.12 Fig.13

Definitia 7.1.17 Numim arborescenta un graf fard circuite, in care: a) un
varf i numai unul (numit rddacind) nu este precedat de nici un altul; b)
orice alt varf este precedat de un singur carf. Varfurile care nu au succesori se
numesc frunze sau varfuri suspendate (terminale).

Cel mai cunoscut exemplu de arborescenta este ”arborele genealogic”.
Exemplul 7.1.8. In figura 14 avem o arborescenta cu radécina x; i cu 6
frunze.
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Fig.14

Daca numarul de varfuri ale unui graf este mare, atunci reprezentarea ge-
ometrica devine greoaie. De aceea, s-au cautat alte modalitati de reprezentare.
Cea mai convenabila s-a dovedit a fi cea cu ajutorul matricelor.

Fie (X,T') un graf orientat cu X = {z1,z2,...,z,}.

Definitia 7.1.18 Matricea patraticd B = (bi;), 1,7 = 1,n, definitd astfel

b 1, dacd (z;,z;) €T
Y1 0, dacd (z,25) €T

se numegte booleana (asociatd) atasatd grafului (X,T)

Exemplul 7.1.9. Fie (X,T') graful din figura 15.

Fig.15

Matricea booleana atagata grafului este

Ty T2 T3 Ty ITj

1 | O 1 1 0 0
x| 0 0 0 1 0
B=lo 1 0 o0 1
4 | O 1 0 0 1

z5 | O 0 0 0 0
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Definitia 7.1.19 Matricea patratica D = (di;), 1,j = 1,n, definitd astfel

g — 1 , exista drum de la z; la x;
Y1 0, nu exista drum de la x; la xj,

se numeste matricea drumurilor atasata grafului (X,T).

Exemplul 7.1.10. Pentru graful din figura 15 matricea drumurilor este

X1 X9 I3 Ty Is

z1 | O 1 1 1 1

z2 | O 1 0 1 1

D= z3 | O 1 0 1 1
zq | O 1 0 1 1

z | 0 0 0 0 O

Definitia 7.1.20 Matricea patraticd L = (L;;), i,j = 1,n, definitd astfel

P daca (z;,2z;) €T
E 0 , daca (,Ii,,Ij) € r

se numeste matricea latina atasatd grafului (X,T).

Exemplul 7.1.11. Pentru graful din figura 15 matricea latina este

T X9 I3 Ty Is

Ty 0 1o T1T3 0 0

I = xT9 0 0 0 Loy 0
T3 0 T3x2 0 0 T35
Ty 0 Ty 0 0 T4y

zs | O 0 0 0 0

In rezolvarea unor probleme teoretice sau practice se introduc si alte
tipuri de matrice atasate unui graf, care se difineste in cadrul respectiv.

7.2 Algoritmi pentru rezolvarea unor probleme
relative la grafuri

In acest paragraf vom prezenta cativa algoritmi pentru rezolvarea unor
probleme relative la grafuri.
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7.2.1 Algoritmul lui Yu Chen pentru aflarea matricei dru-
murilor

In asigurarea unor algoritmi relativi la probleme de teoria grafurilor avem

nevoie de operatiile de adunare booleand (+) si Inmultire booleana (x ), definite
dupa cum urmeaza

ilo 1 x]o 1
00 1T "0[0 0
111 1)1 1

Algoritmul lui Yu Chen are urmatorii pagi:
Pasul 1. Se scrie matricea booleand B a grafului (X, T');
Pasul 2. Se aduna boolean la prima linie toate liniile corespunzatoare la
varfurile care au cifra 1 pe prima linie. Noile cifre de 1 care apar se marcheaza
Cu o *.
Pasul 3. Se aduna boolean la linia Intai toate liniile corespunzatoare varfurilor
care au cifra 1* pe prima linie. Noile cifre de 1 care apar se marcheaza cu #x.
Acest pas se continua pana cand nu mai apar cifre noi de 1 pe linia intai.
Pasul 4. Se aplica pasii 2 si 3 la fiecare din liniile matricei booleene.

In final, obtine matricea D a drumurilor.

Justificarea algoritmilor este imediata.
Exemplul 7.2.1. Pentru graful din figura 15 sa aflam matricea drumurilor,
folosind algoritmul lui Yu Chen.

Scriem matricea booleana atagata grafului

Ty T2 T3 T4 I

x| O 1 1 0 0
_x2| 0 0 0 1 0
B= z3 | O 1 0 0 1
g | O 1 0 0 1

x5 | O 0 0 0 0

Aplicand pasii algoritmului obtinem

rL X2 T3 T4 T

1 | O 1 1 1 1
X2 0 1* 0 1 1*
D= z3 | 0 1 0 1 1
g | O 1 o 1 1

zs | O 0 0 0 0

care este tocmai matricea gasita la Exemplul 7.1.10.
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7.2.2 Algoritmi pentru precizarea existentei circuitelor
intr-un graf

Vom prezenta doi algoritmi.

Algoritmul marcarii cu ”«”. Pagii acestui algoritm sunt:
Pasul 1. Se marcheaza cu ”” toate varfurile fara succesori;
Pasul 2. Marcam cu ”*” toate varfurile ale caror succesori au fost marcati;
Pasul 3. Se continua procesul de la Pasul 2 pana cand nu mai putem face
marcari.

Daca toate varfurile au fost marcate, atunci graful este fara circuite. In
caz ca a ramas cel putin un varf nemarcat, graful este un circuit.
Exemplul 7.2.2. Sa cercetam daca graful din figura 16 are circuite.

Fig.16

La pasul intai putem marca doar varful z7, fiind singurul fara succesori.
La pasul 2 putem marca varful x4 deoarece succesorul sau x; a fost marcat.
Nu mai putem face marcare de varfuri deoarece varfurile ramase au succesori
nemarcati. Asadar, graful dat are circuite.

Algoritmul matricei drumurilor. Cum un circuit este un drum ce
incepe gi se termina in acelagi varf, rezulta ca un graf va avea circuite daca in
matricea drumurilor apare cifra 1 pe diagonala principald. Rezulta ca, pentru
a cerceta daca un graf are sau nu circuite, este suficient sa gasim matricea
drumurilor.

Exemplul 7.2.3. Sa aplicim acest algoritm la graful din figura 16. Scriem
matricea booleana B:

ry T2 T3 X4 Tz Te X7

z1 | O 1 0 1 0 0 0

To 0 0 1 0 1 0 0

g— 3 0 0 0 1 0 0 0
x4 | O 0 0 0 1 0 1

Ts 0 0 1 0 0 1 1

zg | O 0 0 0 0 0 1

z7 | O 0 0 0 0 0 0
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Aplicand algoritmul Yu Chen pentru aflarea matricei drumurilor,
obtinem:

T ) xIs T4 Is5 Tg Mg

z1 | O 1 1* R L L

| 0 0 1 1 1 1 1F

pD_ 3 o o 1 1 1* 1* 17
g | 0 O 0 o 1 1 1

zs | 0 O 0 0 O 1 1

z6 | 0 O 0 0 O 0 1

z7 | 0 0 0 0 0 0 0

Avand in D o cifra de 1 pe diagonala principald, conchidem ca graful
are circuite.

7.2.3 Algoritmi pentru aflarea componentelor tare
conexe ale unui graf

Aflarea componentelor tare conexe ale unui graf este importanta pentru
practica deoarece se obtine o partitie a grafului in subgrafele tare conexe.
Algoritmul marcarii cu ”+”. Pasul 1. Se marcheaza cu "+” un varf in
care intra si iese cel putin cate un arc.

Pasul 2. Se marcheaza cu ”"+” varfurile care sunt extremitati finale pentru
arce care pleacd dintr-un varf marcat cu ”4” si se marcheaza cu 7" varfurile
initiale pentru arce ale caror varfuri finale sunt marcate cu ”—".

Pasul 3. Se aplica repetat pasul 2, pana nu se mai pot face marcari. Daca
toate varfurile au fost marcate cu "+”, atunci graful este tare conex, avand o
sigura componenta tare conexa.

Daca exista varfuri care nu au fost marcate cu ”+”, atunci se considera
multimea C; formata din toate varfurile marcate cu ”+”. (4 formeaza o
prima componenta tare conexa.

Pasul 4. In graful dat se elimind véarfurile din componenta C; si toate arcele
aferente acestora. Noului graf (de fapt, subgraf al grafului initial) i se aplica
Pasii 2-3 pana se gasesc toate componentele tare conexe ale grafului.

Pentru a evidentia geometric (intuitiv) descompunerea grafului dat in
componente tare conexe se aranjeaza varfurile pe componente gi se traseaza
arcele din graful initial.

Exemplul 7.2.4. Sa consideram graful din figura 17.
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Fig.17

Deoarece in varful x; iese si intra cel putin cate un arc il marcam cu
”+”. Apoi marcam cu "+ varfurile xo si x5 si cu 7" varful z3. Acum
marcam cu ”—" varful xo si cu 7+” varfurile x4 si x¢. Procesul de marcare nu
mai poate continua, ramanand varfuri care nu sunt marcate cu ”74”.

Prima componentd tare conexa a grafului este C; = {x1,x2, z3}.

Suprimam varfurile x1, x2,z3 si arcele adiacente lor si obtinem graful

din figura 18.

Fig.18

Imediat se marcheaza cu ”+” numai varfurile x4 §i x5, obtinand cea
de-a doua componentd tare conexd Cy = {x4,x5}. Varful zg formeazd cea
de-a treia componenta tare conexa Cf.

In figura 19 prezentam graful cu varfurile sale impartite in componente
tare conexe.
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Fig.19

Algoritmul lui Yu Chen. Acest algoritm pentru aflarea componentelor tare
conexe foloseste ideea de lucru de la algoritmul lui Chen pentru determinarea
matricei drumurilor.

Pasul 1. Se scrie matricea booleana B a grafului (X,T').

Pasul 2. Se determina toate drumurile care pleaca din x; spre alte varfuri,
procedand ca la pasii 2 gi 3 de la algoritmul Yu Chen pentru determinarea
matricei drumurilor, adica se introduc prin adunare booleana toate cifrele de
pe linia intai. Notam cu Vi multimea varfurilor care au cifra 1 pe linia intai
astfel obtinuta.

Pasul 3. Ca la pasul 2 procedam pe coloana intai, determinand toate varfurile
care sunt legate prin drumuri cu x;. Notam cu Vo multimea varfurilor care au
cifra 1 pe coloana intai astfel obtinuta.

Pasul 4. Determinam prima componenta tare conexa, luand
Cy = (V1 q‘/Q) U {J]l}

Pasul 5. In matricea B se elimina liniile si coloanele care au varfurile in Cj.
La matricea obtinuta se aplica, din nou pasii 2-5. Se aplica algoritmul pana
se epuizeaza varfurile grafului.

Exemplul 7.2.5. Sa consideram graful din figura 20. S&-i alim componentele
tare conexe.
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Fig.20

Scriem matricea booleana atagata grafului:

L1 X2 X3 T4 Ty Tg Ly I8

z1 | O 1 1 0o o 0 o0 O
|0 0 0 0 0 0 0 O

3 | 0 1 0 1 0o 0 O 1

B= x4 0 1 0 O 1 0 o0 O
zs | 0 1 0 0 O 1 0 O

ze | O 1 0 0 1 0o 0 O

zz | 0 0 O 1 0 1 0 1

g | 1 0 0 1 0 0 1 0

Determinam toate legaturile prin drumuri ce pleaca din x; spre alte
vrfuri:
. ‘ X1 ) T3 T4 Is Te T xrs

de unde Vl = {xlv X2, X3, L4,T5,L6,L7, xS}'
Procedam la fel pe coloana intai, scriind tabelul, pentru economie de
spatiu, tot pe orizontala

xy | 1% 1 1 1
‘ T To I3 Ty Iy Te T xTs

De aici Vo = {21, 23,27, 28}
Acum gésim prima componentd tare conexd C; = (V1 N Vo) U {z1} =
{x1,$37l‘7,x8}-

167



Eliminam in matricea B liniile gi coloanele corespunzatoare varfurilor
din C; si obtinem matricea

. X9 Ty T5 L6

z2 | 0 0 0 O

B= z4| 1 0 1 0
Is 1 0 0 1

ze | 1 0 1 0

Cum pe linia lui x5 In By avem numai cifra 0, deducem ca urmatoarea

componenta tare conexa este Co = {x2}.
Eliminand linia si coloana corespunzatoare varfului zs din Bj, obtinem

T4 Is5 Te

24| 0 1 0
B2=plo 0 1
Te 0 1 0

Imediat rezultd si componenta tare conexi C3 = {z4}, rAmanand ma-

tricea
Bs =
pentru care aven:
s Te
= o= Vi=Azs,2
s 1* 1* ) 1 { 5, 6}
Ts5 1* 1
— Vo ={xs5,x
Ts Tg ) { 55 6}

deci mai avem componenta tare conexa Cy = {5, 2g}.

Observatia 7.2.1 Deoarece oricare doud varfuri dintr-o componentd tare
conexd sunt legate intre ele prin drumuri, rezultd ca un graf poate fi reprezentat
prin unul care are ca varfuri componentele tare conexe, arcele de legatura, intre
ele stabilindu-se dupa arcele din graful dat. In cazul exemplului nostru obtinem
graful din figura 21. Graful astfel obtinut se numeste graful condensat atasat

grafului dat.
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Fig.21

Graful condensat este important in rezolvarea multor probleme practice
deoarece reduce dimensiunea sistemelor complexe.

7.2.4 Algoritmi pentru aflarea drumurilor hamiltoniene
ale unui graf

In multe aplicatii practice avem de stabilit succesiunea unui numar de
operatii, cu respectarea unei anumite oridini. Din punctul de vedere a teoriei
grafurilor aceasta revine la gasirea unui drum hamiltonian in graful asociat
aplicatiei respective.

Algoritmul Yu Chen pentru grafe fara circuite.

Pasul 1. Se determina matricea D a drumurilor atagata grafului.

Pasul 2. La matricea D se mai adauga o coloana ”a”, pe care se trec numarul
de cifre 1 de pe fiecare linie din D. Aceste numere se numesc puterile de
atingere corespunzatoare varfurilor grafului (ele reprezintd numéarul de varfuri,
care sunt legate prin drumuri plecind din varful respectiv).

Pasul 3. Daca pe coloana ”7a” avem puteri de atingere diferite doua cate
doua, atunci graful are drum hamiltonian. Succesiuna varfurilor in drumul
hamiltonian se obtine in ordinea descrescitoare a puterilor de atingere (n —
1,n—2,...,2,1,0).

Daca cel putin doué puteri de atingere sunt egale, atunci graful nu are
drumuri hamiltoniene.

Observatia 7.2.2 Daca un graf fara cricuite are drum hamiltonian, atunci el
este unic.

Exem,plul 7.2.6. Fie graful din figura 22. Sa cercetam daca are drum
hamiltonian.
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Fig.22

Matricea booleana atagata grafului este

Ty T2 T3 T4 T5 Te
xz1 | O 0 0 0 0 0
zo | O 0 0 0 0 1
B= 23| 0 1 0 0 0 1
Ty 1 1 1 0 1 0
s | 1 0 1 0 0 0
zg | 1 0 0 0 0 0
iar matricea drumurilor
I xI2 I3 Ty Is Tg a
z1 | O 0 0 0 0 0|0
To | 1% 0 0 0 0 1 2
D= z3| 17 1 0 0 0 1 3
T4 1 1 1 0 1 1* | 5
x5 1 1* 1 0 0 1* | 4
zg | 1 0 0 0 0 0|1

Cum pe coloana a avem puteri de atingere diferite doua cate doua,
rezultd ca graful admite un drum hamiltonian. Acesta este dyg =
{374, I5,X3,T2,Tg, .1'1}.

Algoritmul Yu Chen pentru grafuri cu circuite.

Acest algoritm are urmatorii pasi:

Pasul 1. Se determind componentele tare conexe ale grafului (X,T"), notate
cuCy,Cs,....
Pasul 2. Se determind graful condensat asociat grafului (X,T), care este un

graf fara circuite.
Pasul 3. Se determina drumul hamiltonian in graful condensat, cand exista.
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Pasul 4. Se aranjeaza componentele tare conexe in ordinea data de drumul
hamiltonian determinat la Pasul 3.

Pasul 5. Se scriu toate drumurile hamiltoniene din fiecare componenta tare
conexa.

Pasul 7. Stabilim legaturile de la o componenta la alta in functie de arcele de
incidenta (legatura) din graful dat, citind apoi toate drumurile hamiltoniene.

Observatia 7.2.3 Daca in graful condensat nu exista drum hamiltonian sau
intre doud componente nu existd legaturda, atunci graful nu are drumuri hamil-
toniene.

Exemplul 7.2.7. Sa aflam drumurile hamiltoniene ale grafului din figura 20.
La exemplul 7.2.5 am gasit componentele tare conexe

Cy = {1, 23, 27,28}, C2 = {22}, C3 = {24}, Cs = {75, 76}

si graful condensat din figura 21.
Se observa ca in graful condensat avem drumul hamiltonian

den = {C1,C3,C4, Ca}.

Acum, scriem componentele tare conexe in ordinea din drumul deogy si
sub ele scriem toate drumurile hamiltoniene din fiecare componenta:

Ch Cs Cy Cs
T1T3T8T 5T
1aTsTT U6
T7TgT1T3 TeX7

Apoi stabilim legaturile intre ultimele elemente din drumurile dintr-o
componenta si primele varfuri din componenta urmatoare (le indicim prin
sdgeti).

Obtinem drumurile hamiltoniene:

le = {mlu L3, X8, L7, T4, L5, ‘rﬁny}

dog = {377,958,9517933@4,!1”5,956,502}

Algoritmul matricilor latine. Vom prezenta un procedeu prin care se pot
gasi toate drumurile elementare, deci si cele hamiltoniene, precum si circuitele
hamiltoniene. Fie (X,T) un graf.

Vom utiliza matricea latind (Definitia 7.1.20) L = (;;), unde

PR B daca (x;,z;) €T
N 0 , daca (z;,z;) ¢T,4,5 =1,n.
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Construim matricea E, obtinuta din L prin inlaturarea lui x; din
succesiunea x;;, cind acasta exista.

Acum, definim o Inmultire speciala de matrice, numita inmultirea
latind gi notata prin ”*”, dupd cum urmeaza: a) inmultirea se face linii prin
coloane; b) in locul Inmultirii obignuite se face o aldturare de elemente, daca
acestea nu se repetd, sau se scrie 0 In caz contrar; ¢) in locul adunarii obignuite
se iau grupele obtinute la b, cind avem astfel de grupe. Prescurtat, vom scrie
L L = L? Analog, calculim L?« L = L%, ... L* '« L = L*. Se observa ci
LF contine toate drumurile elementare de lungime k.

Prin urmare, in matricea L"~! figureazi toate drumurile hamiltoniene.
Daca dorim sa obtinem circuitele hamiltoniene se va calcula L™, dar admitem,
ca exceptie, situatia de repetare a primului si a ultimului varf (cel care inchide
circuitul).

Exemplul 7.2.8. Pentru graful din figura 23 si se determine drumurile
hamiltoniene.

Fig.23
Scriem matricea lating L, iar apoi din ea gasim L prin suprimarea primei
litere:
a | b c | d| e a|blc|d]|e
a| 0 |abjac| 0| O al0|b|lc|0]O0
I— bl 0 0 | bc| O | be 7_ bl|0|0O|c|O0]e
el O 0 0 [cd| O 7 “lelO0lO|lO0O|d]|O
d|lda|db|] O] 0] O dla|b|0]0|O0
e| 0 0O |ec| OO e|{0|0|c|O0]O0
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Acum calculam

a b C d e
a 0 0 abc | acd | abe
~ b 0 0 bec | bed 0
2 _ _
L=LsLl =T daledb | 0 | 0 ] 0
dac
d 0 dab dbe 0 dbe
e 0 0 0 ecd 0
Apoi avem:
a b C d e
a 0 acdb | abec | abed 0
~ b | beda 0 0 becd 0
3_ 12 _
LP=L"xL= c 0 cdab 0 0 cdbe
d| o 0 | %1 0 |dabe
e | ecda | ecdb 0 0 0
si
a b C d e
a 0 0 0 abecd | acdbe
~ b | becda 0 0 0 0
4_ 13 _
Li=1L7«L= c 0 0 0 0 cdabe
d 0 0 dabec 0 0
e 0 ecdab 0 0 0

In concluzie, graful dat are 6 drumuri hamiltoniene: dyy = {a,b,e,c,d},
dog = {a,z,d,be}, dsg = {bye,c,d,a}, dayg = {c,d,a,b,e}, dsg =
{d,a,b,e,c} si deg = {e,c,d,a,b}.

Pentru a obtine circuitele hamiltoniene se va calcula L® = L* x Z, dar acum se
admite ca primul si ultimul varf sa se repete.

7.2.5 Algoritmi pentru determinarea drumurilor de
lungime optima

In multe probleme practice suntem pusi in situatia de a ataga fiecarui
arc din graful asociat problemelor respective un numar (timp de deplasare de-a
lungul arcului, cost de transport de-a lungul arcului, beneficiu etc.) care, intr-o
astfel de situatie, se interpreteaza ca lungimea sau capacitatea arcului. De
obicei, intr-o astfel de problema practica se cere drumul de lungime optima
(maxima sau minima).

Vom mai considera ca graful asociat problemei nu are circuite, dar are
un varf de intrare x; si un varf de iesire z,,.
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Algoritmul elementar (Bellman). El are la baza principiul de optimalitate
al lui Bellman: orice politicaA optimala este formata din subpolitici
optimale.

Prin acest algoritm fiecui varf z; i se atageaza un numar d;, reprezentand
lungimea minima a drumurilor de la z; la z;.

Consideram d; = 0. Acum, sa presupunem ca dorim sa gasim pe d;, unde
varful z; este succesorul varfurilor x;, ; si zx, la care au fost deja calculate
numerele d;, d; si di. Atunci lungimea minima d; de la z; la x; se determina
prin formula

d; = min(d; + cq, dj + ¢, dp + cp)
unde ¢, ¢j; i g sunt capacitétile corespunzatoare arcelor (z;,x;), (z;, @) s
({Ek, xlz.

In formula lui d; subliniem in paranteze valoarea pentru care minimul
este atins. Dupa determinarea tuturor numerelor di,ds,...,d,, valoarea lui
d,, este lungimea minima a drumului de la z; la z,,, iar pornind de la x,, spre
x1 sl citind varfurile subliniate, obtinem drumul de lungime minima.

Pentru un drum de lungime maxima se lucreaza in mod analog,
inlocuind minimul cu maximul.

Exemplul 7.2.9. Pentru graful din figura 24 sa se afle drumul de lungime
minima.

Fig.24

Avem succesiv:

dy =0,

d3 = min{d1 + 7} = 7,

dy = min{d; +2,d3 + 4} = min{2,10} = 2,
dy = min{d2 + 3,ds + 9} = min{é, 16} =3,
ds = min{ds + 4, d4 + 8} = min{6, 13} = 6,
ds = min{ds + 3,ds + 2} = min{9,7} = 7,

d7 = min{ds + 9,ds + 7} = min{15, 14} = 14.
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Prin urmare, lungimea minima este 14, iar drumul care are aceasta
lungime este: dpin = {x1, T2, 24, T, 7} In figura 24 arcele drumului minim
sunt dublate cu linie intrerupta.

Algoritmul Bellman—Kalaba. Ideea de lucru este aceeasi cu cea de la
algoritmul elementar: succesiv,pentru fiecare varf, se calculeaza céite o cota
(un numadr). Cautdm tot drumuri de lungime minima. Introducem matricea
patratica C' = (c;j); j_15, definitd astfel
l(z;,2;) , daca exista arcul (x;,x;)
Cij = 0 , dacd i =j
00 , daca nu existd arcul (z;, x;)

unde [(z;, z;) este lungimea arcului (z;, ;).
Notam cu l;, i = 1, n, cota atagata varfului z; la pasul k, unde de obicei,
ludm l; 1 = cipn, cand se cauta drumul de lungime minima intre x; si .
Determinam valorile I;5, pas cu pas, prin rezolvarea sistemului

lik = mil(cij +lj’k,1), k=23,...,i=1,n.
j=1ln

Algoritmul se incheie cand [; , = [; 41 situatie In care [y ; reprezinta
lungimea minima a drumului de la z; la z,.

Stabilirea drumului de lungime minima se face astfel: pornind de la x,,,
pentru fiecare arc (x;,x;) se decide apartenenta sa la drumul minim daca

lj,k - li,k =Ciy = l(xl,x])

Practic, algoritmul lucreaza dupa urmatorii pasi:
Pasul 1. Se scrie matricea C.
Pasul 2. Se calculeazad cotele ;1, i = 1,n. Pentru aceasta matricei C i
se adaugd ultima coloana, pe care o notam cu l; ;. Apoi, se inmulteste C
cu aceasta coloana l; 1 dupa regula: inmultirea se Inlocuieste cu adunare, iar
adunarea cu operatia de luare a minimului. Rezulta astfel valorile de pe coloana
li}g.
Pasul 3. Procesul de la pasul 2 se repeta cu coloana [; 5 s.a.m.d. pana se obtin
doua coloane identice l; 1, i l; +1-
Exemplul 7.2.10. Sa gasim drumul de lungime minima din graful dat in
figura 24 utilizand algoritmul Bellman—Kalaba.
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Avem sucesiv

1 w2 X3 ®s Ts Xe U7 | L | Lo | lig | lia| lis
x| O 2 7 oo o0 oo oo | oo | oo | 15|14 | 14
o |00 0 oo 3 4 o0 oo | oo | 13| 12| 12 | 12
r3 | o0 4 0 9 o0 o oo| oo | oo | 17 ] 16 | 16
Ty |00 o0 oo 0 8 2 oo | oo 9 9 9 9
Ts5 | o0 oo oo oo 0 3 9 9 9 9 9 9
rg | 00 o0 oo oo oo 0 7 7 7 7 7 7
r7 oo o0 oo oo oo oo 0 0 0 0 0 0

Cum [; 4 coincide cu l; 5, algoritmul s-a incheiat. Avem
lmin<x1>x7) = ll,4 = 14)

iar drumul de lungime minim& se afld prin selectarea arcelor (x;,z;) pentru
care [ — lj )y = ¢;j. Aceste arce sunt: (z1,23), (22, 24), (24, x6), (26, T7), de
unde rezultd c& drumul de lungime minima este dy = {1, T2, 24, Tg, T7}.

Observatia 7.2.4 Pentru drumul de lungime mazimd matricea C  este
analoaga numai ca in loc de +00 se ia —o0.

Teoria grafurilor, ca instrument matematic utilizat in rezolvarea proble-
melor din diferite domenii, este foarte bogata in algoritmi. Pentru cei care
doresc sa aprofundeze aceastd minunata colectie, poate apela la lucrarile [8],
[9], [20], [27], [3], [24], [15].

7.2.6 Metoda drumului critic

Metoda drumului critic (Critical Path Method — C.P.M.) este un instru-
ment matematic util specialigtilor in rezolvarea programelor complexe de pla-
nificare, investitii, productie etc. Principiul metodei constd in descompunerea
unui program complex in parti componente, numite activitati sau operatii,
la un nivel care sa permita corelarea functionala a acestora, adica sa faca posi-
bila stabilirea interconditionarilor intre partile componente. La stabilirea listei
(retelei) de activitati x;, specialigtii care participa la aceastd operatie trebuie
sa precizeze activitatile care conditioneaza sau preced in mod necesar activi-
tatea x;. Astfel, se formeaza o lista de aterioritati obligatorii. Cu ajutorul
acestor date se construiegte un graf G — graful asociat sau graful program
— in felul urmator:

a) fiecarei activitati i se asociaza un arc (z;, x;), unde varful (evenimentul)
x; reprezinta inceputul operatiei, iar x; sfarsitul ei;

b) varful z; este numai varful de inceput (intrare) in graf, varful z,, este
numai varf de sfarsit (iesire), iar celelalte varfuri sunt gi de intrare si
de iegire in graf;
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¢) conditionarea (anterioritatea) a doud activitati se reprezintd prin succe-
siunea arcelor corespunztoare;

d) flecdrui arc (x;,x;) i se asociaza un numaéar nenegativ ¢;;, semnificind
durata activitatii respective;

e) nici o activitate nu poate incepe inaintea terminérii tuturor activit&tilor
precedente gi nu se poate finaliza dupa inceperea activitatilor urmatoare.

Graful astfel atagsat unei retele de activitati este un graf conex orientat,
fara circuite, cu un singur varf x; de intrare in graf si un singur varf z,, de
iegire din graf. Acest graf-program evidentiaza legaturile functionale (tehnolo-
gie, economie s.a.) dintre activitdti. Mentionam ca un astfel de graf, asociat
unui program complex, poartd numele de retea de planificare.

Este evident ca intr-o retea de planificare exista cel putin o succesiune
de activitati de la intrare la iegire. O astfel de succesiune reprezinta un drum
de la intrare la iesire, avand o anumita lungime.

In C.P.M. esential este de remarcat faptul cad cea mai ”lunga” suc-
cesiune de activitati de la intrare la iesire determina durata minima
posibila de executie integrala a programului.

Aceastd succesiune de activitdti poartd numele de drum critic (dru-
mul de lungime maximé). Arcele lui reprezintd operatiile critice, adica acele
activitati pentru care efectuarea lor nu poate intarzia, fara ca sa fie afectat
termenul de finalizare a intregii lucrari.

Intr-o retea de activitati pot apare operatii care se desfagoara in serie
(una dupé alta), care in graf se reprezintd ca o succesiune de arce, si operatii
care se desfigoara in paralel (simultan), care in graf se reprezinta astfel

Aceasta reprezentare poate crea confuzia ca un arc (xi,m]—) reprezinta
doua actiuni diferite. Pentru a inlidtura acest neajuns, uneori, se introduc asa
numitele operatii fictive de durata zero, aga cum se arata in figura

Activitatile fictive se deseneaza punctat si au durata zero pentru c& nu
consuma nici timp si nici resurse.
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Avand graful unei retele de activitati, se trece la determinarea

parametrilor programului. Acestia sunt:

a)

durata drumului critic intre doua varfuri z; si z;, notat prin
te(zi,x;) §i obtinut prin valoarea maxima a duratei drumurilor dintre
varfurile x; §i z;

durata drumului critic al programului este datd de t.(z1,zy). In
realizarea unui program retea de activitati ne intereseaza daca o operatie
necritica poate fi amanta cu un anumit interval de timp astfel incat nici
una din operatiile care o succed sa nu fie stanjenita in privinta duratei ce
i-a fost programata. Asta inseamna ca durata intregului program trebuie
s ramana t.(z1, z,);

t; — timpul cel mai devreme (scurt) de realizare a evenimentului
;. Avem t; = t.(x1, x;);

t¥ — timpul cel mai tarziu (lung) de realizare a evenimentului z;.
Avem
tr =te(1l,n) —t.(i,m)
Se observa ca t; se calculeaza ca durata drumurilor de lungime
maxima parcurgand reteaua in sens direct, iar ¢ ca durata drumurilor
de lungime maxima obtinute prin parcurgerea retelei in sens invers.

R(z;) — rezerva de timp a evenimentului z; data prin formula

Intervalul [¢;, t}] se numeste intervalul de fluctuatie al evenimentului z;
adica intervalul in care se va putea realiza evenimentul x; fara a produce
modificari la timpul total de realizae a programului. Pentru evenimentul

critic avem R(z;) = 0, iar pentru cele necritice avem R(z;) > 0;

R(x;,z;) — rezerva (marja) totald de timp pentru operatia
(activitatea)(z;, z;) reprezinta timpul maxim cu care se poate mari du-
rata activitatii fard sa se afecteze durata totala a programului. Avem
formula de calcul
R($¢,$j) = t;k — ti — t(fl?i, (Z?j)

unde ¢(x;, x;) reprezinta timpul necesar realizarii operatiei (x;, z;);
r(z;,x;) — rezerva de timp libera (marja libera) a operatiei (z;, z;)
reprezinta partea din rezerva totala cu care se poate dilata durata de

realizare a activitatii (x;, x;) fara sa fie afectat termenul cel mai devreme
de realizare a evenimentului z;. Avem

T(SL’Z‘,SL’J‘) = tj — ti — t($i7$j).
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h) rs(z;, ;) — rezerva de timp sigura (marja sigura)a activitatii (z;, z;)
se definegte prin formula

_ *
Ts(Ti,x5) =t — 4] — tyj
Daca rs(z;, z;) < 0, atunci se spune ci activitatea (x;,x;) nu are
marja sigura.

Intervalele de fluctuatie si marjele libere masoara elasticitatea unui pro-
gram. Cu cat acestea sunt mai mici, cu atat programul este mai rigid.

Determinarea tuturor acestor parametrii atagati unei retele de planificare
se poate realiza prin Intocmirea unui tabel de forma:

t* ‘ R(x;) ‘ R(x;,xj) ‘ r(z;, ;) ‘ rs(24, 5) ‘

Ll 6]y [6]8

In prealabil se vor calcula duratele ¢.(x1, x;), respectiv t.(z;, z,) ale dru-
murilor critice, folosind algoritmii pentru determinarea drumurilor de lungime
maxima. Valorile aflate se pot scrie langa varfurile grafului astfel

[tc(xiv xj)a tc(l'iv l'n)]

Exemplul 7.2.10. Sa analizam programul unei investitii pentru care dorim
sa studiem durata si modul de executie. In urma analizei programului, spe-
cialigtii au stabilit urmatorul tabel de operatii (activitati), lista de anterioritati
obligatorii si durata de executie in luni:

Nr. Denumire activitatii Anterioritati | Durata
crt. (Notatia prescurtata) obligatorii (luni)
1. Proiectarea (P) - 8
2. Eliberarea terenului (E) r 3
3. Comenzi utilaje (C,U) r 4
4. Organizare santier — etapa 1 (OS7) P 2
5. Formare cadre calificate (F) D 11
6. | Executie drumuri interioare — etapa 1 (D1) E; 08 3
7. Executii retele tehnice — etapa 1 (Ry) E;08; 6
8. Livrari, receptie utilaje (L, U) C,U 7
9. Lucrari constructii montaj — etapa 1 (Cy) E;05; 5
10. Organizare santier — etapa 2 (0.52) 085, 3
11. | Executii drumuri interioare — etapa 2 (D2) | D1;0S53; Ry 4
12. Executii retele tehnice — etapa 2 (Rg) R, 6
13. | Lucrari constructii montaj — etapa 2 (Cs) L,U,Cy, R; 11

Tinand seama de informatiile din tabelul precedent, obtinem urmatorul
graf pentru reteaua de planificare.
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Acum, folosind algoritmul lui Bellman, determinam numerele ¢; si ¢,
trecandu-le pe graf intre paranteze drepte.
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Cu ajutorul parametrilor ¢; si ¢} Intocmim tabelul de mai jos pentru
a calcula rezervele (marjele) R(x;), R(x;, x;), m(2s, x;) i rs(zs, z;5).

1 _] tij tz tj t;k t;k R(Iz) R(I’i,l’j) T(xi,scj) T‘S(I’i,l’j)
17280 )| 8|08 0 0 0 0
213 4 8 | 12| 8 | 12 0 0 0 0
21412 |8 10| 8|23 0 13 0 0
2153 |8 11| 8|14 0 3 0 0
219|118 |30] 8 |30 0 11 11 11
3|7 7 112 119] 12|19 0 0 0 0
418 3 |10 14|23 | 26 13 13 1 -12
516 6 |11 | 17| 14| 24 3 7 0 -3
517 5 |11 19| 14|19 3 2 3 0
518 3 |11 | 14| 14| 26 3 12 0 -3
69| 5 |17 |30]| 25| 30 8 8 3 0
71911 (1930|1930 0 0 0 0
819 4 14|30 26| 30 12 12 12 0

Drumul critic este d.. = {z122, 23,27, 9}, fiind marcat in ultimul graf
prin sdgetile duble. Operatiile critice se recunosc in tabelul de mai sus dupa
R(z;,z;) = 0. Timpul cel mai devreme de incheiere a intregului program este
30 (de luni), adicd durata (lungimea maxima) drumului critic.

Examinarea rezervelor de timp permite cunoasterea posibilitatilor pe
care le are la dispozitie cel care coordoneaza programul in vederea unei
interventii optime pentru executarea in termen a proiectului. De exemplu, pen-
tru activitatea Ds([xs, xg]), cu durata de executie 4 luni, deducem c& nu poate
incepe mai devreme de trecerea a 14 luni de la inceputul executiei programului
(ts = 14). Asadar, activitatea Dy poate incepe a fi executati in intervalul de
fluctuatie [14,26], fard a modifica intr-un fel timpul minim necesar executiei
programului de investitie.

Observatia 7.2.5 Atunci cand numarul operatiilor dintr-un program nu este
prea mare, pentru analiza grafului, cdat si pentru urmdrirea realizdrii lui, se
paote folosi diagrama Gantt. Pentru descrierea ei se procedezd astfel:

a) se ordoneazd actiwitdtile (x;,x;) dupd j crescator, cele cu acelasi j
succedandu-se in ordinea crescdtoare data de t,

b) se reprezintd prin bare orizontale duratele activitatilor, marcandu-le ex-
tremitatile lor cu numerele de ordine ale evenimentelor;

¢) se reprezintd punctat drumul critic.

Pentru graful programului studiat in exemplul 7.2.10, diagrama Gantt
este data in figura de mai jos.
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Diagrama Gantt ne descrie in mod intuitiv fluctuatiile evenimentelor si
rezervele (marjele) activitatilor din programul studiat.

De exemplu, cu evenimentul 6 se termina activitatea (5,6) si incepe ac-
tivitatea (6,9); rezulta cd operatia (5,6) s-ar putea améana cu cel mult 7 unitati
de timp deoarece, in caz contrar, operatia (6, 9) s-ar deplasa spre dreapta, peste
durata intregului program. Rezulta ca fluctuatia evenimentului 6 este de 7
unitati.

7.3 Problema fluxului optim in retele de trans-
port

Notiunea de flux joaca un rol important in domenii de importanta pentru
economie, cum sunt: teoria informatiei, cibernetica, transport, planificare etc.

In acest paragraf vom studia problema determinarii fluxului optim intr-o
retea de transport.

7.3.1 Retele de transport
Fie (X,T) un graf orientat.

Definitia 7.3.1 Graful orientat (X,T') se numeste retea de transport dacd este
fard circuite, are un singur varf de intrare vy (I';, = @), un singur varf de

iesire x, (I'f = @) si oricare arc a €I are o capacitate pozitivd c(a).

Definitia 7.3.2 Se numeste flux intr-o retea de transport o functie ¢ : I' —
R4, care satisface conditile:
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i) p(a) < c(a), pentru orice arc a € T';
i) in orice varf x; € X avem satisfacutd egalitatea
> pla)= > ¢la),
aery, a€lg,
numitd proprietate de conservare.

Numarul ¢(a) se mai numeste si fluxul asociat arcului a si reprezinta,
din punct de vedere practic, cantitatea de materie ce trece prin arcul a, ca de
exemplu: cantitate de informatie, numéar de produse etc.

Conditia ii) din Definitia 7.3.2 exprima faptul c& suma fluxurilor ce intra
intr-un varf este egald cu suma fluxurilor ce ies din acel varf ("legea lui Kir-
choff”).

Din aceeasi conditie ii) rezulta ca

> @)= > ela).

aEFjl a€lz,

Definitia 7.3.3 Numarul real pozitiv ®, definit prin egalitatea

o= > ¢la)

ael“jl
se numeste valoarea fluxului ¢ in retea.

Exemplul 7.3.1. In graful din fig 7.3.1. sd se defineascd un flux si sa
se calculeze valoarea fluxului in retea. In paranteze drepte sunt trecute
capacitatile arcelor.

Fig.7.3.1.
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Pentru a defini un flux in reteaua data de graful 7.3.1. folosim Definitia
7.3.2.
Functia ¢ definita prin tabelul

I ‘ (1‘1,332) (561,1‘3) (331,.174) (.732,.133) (1‘2,335) (563,1‘5) (334,583)

o(a)| 5 1 7 1 4 2 0

(ZE4,1‘5) (I47x6) ($5a'1:7) (x67$5) ('r671'7)
1 6 10 3 3

este un flux in retea. Valoarea fluxului in retea este ® = 54+1+7 = 1043 = 13.
Si aplicatia 7 : I' — Ry data prin tabelul

T ‘ ((L‘l,l’g) (161,1}3) (3?1,1‘4) (.1'2,.’1?3) ((L‘Q,l‘5) ($3,a'}5) (.’1?4,1)3)

OREE 2 6 1 4 5 2

(x4,x5) (z4,26) (x5,27) (@6,25) (we,x7)
1 3 10 0 3

este un flux in reteaua din fig.7.3.1, iar valoarea fluxului in retea este
& =5+24+6=10+3=13

Definitia 7.3.4 Intr-o retea de transport inzestratd cu fluzul ¢ arcul a se
numeste saturat dacd ¢(a) = c¢(a). Un drum in retea se zice cd este saturat
daca contine cel putin un arc saturat.

Definitia 7.3.5 Un flur ¢ pentru care toate drumurile de la x1 la x, sunt
saturate se numeste flux complet.

Exemplul 7.3.2. Pentru fluxul ¢ asociat grafului din fig.7.3.1. drumul d =
(21, 22, x5, x7) este saturat deoarece arcele (x9,x5) si (x5, x7) sunt saturate. Se
verifica imediat ca fluxul ¢ este complet. Intr-adevir, se observi ci singurul
drum de la 27 la z7 care nu trece prin arcul (x5, x7) este d; = (21,24, X6, T7),
care are insa arcul saturat (z1,xz4).

Fluxul ¢1 nu este complet deoarece drumul dy = (21, 24, g, £7) nu este

saturat.

Observatia 7.3.1 Orice flur se paote transforma intr-unul complet. In acest
scop pe fiecare drum nesaturat d de la x1 la x,, se maresc fluxurile arcelor cu
cantitatea k = mig(c(a) —(a)).

ac

Exemplul 7.3.3. Si consideram graful din fig.7.3.1. cu fluxul incomplet ¢;.
Se observa cé singurul drum nesaturat este dy = (21, 24, g, ©7). Marim fluxul
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pe arcele sale cu k = min(7 — 6,6 — 3,14 — 3) = 1 si obtinem arcul saturat
(z1,24). Astfel fluxul p; s-a transformat in fluxul complet 2 dat prin tabelul:

I | (w,22) (z1,23) (w1,24)  (w2,23) (22,5) (w3,25) (@4,73)

@a(a) | 5 2 7 1 4 5 2

(4,75) (w4,26) (x5,27) (w6,25) (26,27)
1 4 10 0 4

Fluxul in retea este ®o = 14.

7.3.2 Algoritmul lui Ford—Fulkerson pentru determinarea
fluxului maxim intr-un graf de retea

In acest paragraf vom descrie un algoritm de marcare iterativa cu + si —
a varfurilor grafului retelei de transport. Daca prin acest proces se va ajunge
la marcarea varfului x,, atunci fluxul nu este maxim, in caz contrar fluxul
complet va fi maxim.

Algoritmul de marcare cu 4 gi — (Ford-Fulkerson) are urméatorii pasi:

1) se marcheazi z1 cu +;

2) dacd x; este un varf marcat si existd arcul nesaturat (x;,z;) € I', atunci
x; se marcheaza cu +;

3) daca varful ; este marcat si exista arcul (z;,2;) € I' cu flux pozitiv,
atunci x; se marcheaza cu —;

4) se repeta pagii 2) gi 3) atat timp cat este posibil;

5) dacd prin procedeul de marcare nu s-a ajuns la varful z,,, atunci fluxul
este maxim; daca prin procesul de marcare s-a ajuns la x,,, atunci fluxul
complet nu este maxim si se trece la pasul urmator;

6) se majorezd fluxul cu cantitatea

m = min {c(a) — ¢(a),p(a1)}.

a,a1 €L

Aici, am notat cu L lantul care trece prin toate varfurile marcate
de la z; la x,, a tipul de arc din L precizat la pasul 2), iar a; tipul de arc
din L precizat la pasul 3). Majorarea fluxului se face astfel: cantitatea
m se aduna la fluxul de pe arcele a si se scade la fluxul de pe arcele aq;

7) se reia procesul de marcare a varfurilor.

Pentru justificarea mai comoda a algoritmuui Ford—Fulkerson intro-
ducem notiuneaa de taietura intr-un graf.
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Definitia 7.3.6 Numim tdieturda in graful F = (X,T') o partifionare a
varfurilor X in doud submulfimi'Y i C(Y), astfel incit 1 € X six,, € C(Y).
Notam prin Y/ X tdietura determinatd de Y in graful G. Valoarea tdieturii,
notatd prin v(Y/X) este, prin definifie, suma capacitatilor arcelor cu vdrful
initial in 'Y gi varful final in C(Y), adica

v(Y/X) = Z c(a), unde I'f = U rt.

(ZGF; z; €Y

Propozitia 7.3.1 Fie in graful retea G = (X,T") o tdieturd Y/X. Pentru
orice flux ¢ are loc inegalitatea

o < v(Y/X).

Demonstratie. Avand in vedere ca suma fluxurilor ce intrd in Y este
egala cu suma fluxurilor ce ies din Y, putem scrie

¢ E alj E @(a’ij)7
i#1 +
. ,el"
ajj€ly REA
de unde

o= > wlag)— Y, elay) < Y clay) =o(Y/X).

ai; €Ty - ai; €Ty
ajj€ly

Propozitia 7.3.2 Daca utilizand algoritmul lui Ford—Fulkerson nu se poate
marca varful x,, atunci valoarea fluxului ® corespunzator este maximd.

Demonstratie. Fie Y multimea varfurilor marcate prin algoritmul lui
Ford—Fulkerson. Avem z1 € Y si x,, ¢ Y. Cum nu se mai poate marca nici un
varf, un arc a;; = (;,x;) cuz; € Y gl zj € Y verificd ¢(ai;) = c(ai;), iar un
arc aj; = (xj,2;) cux; € X si ; € Y verificd ¢(aj;) = 0. Deci:

o= Z w(a;;) Z Z cla;;) =v(Y/X).

aq‘,jEF 7 aWGF
a;j€Ty

Folosind propozitia 7.3.1, rezulta ca ® are valoarea maxima.

Teorema 7.3.1 (Ford-Fulkerson). Intr-un graf G = (X,T) waloarea
mazimad a unui flur ® este

D= Y/X).
max }1}1/1;(11}( /X)
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Demonstratie. Veridicitatea teoremei rezulta din propozitiile 7.3.1 si
7.3.2.
Exemplul 7.3.4. Sa se determine fluxul maxim in graful retea de transport
dat 1n fig.7.3.1.

Plecam de la fluxul complet obtinut in Exemplul 7.3.3. si incepem pro-
cesul de marcare a varfurilor cum este ilustrat in fig.7.3.2.

Fig.7.3.2.

Marcam mai intai varful z1 cu +. Apoi marcam cu + varfurile x5 si z3
deoarece arcele (x1,x2) i (z1,x3) sunt nesaturate.

Varful x4 se marcheaza cu — pentru ci arcul (z4, z3) are fluxul pozitiv.
Se marcheazi cu + varful s si x¢ deoarece arcele (x4,x5) i (z4,26) sunt
nesaturate. In fine, se marcheazi cu + varful z7 deoarece arcul (zg,x7) este
nesaturat.

Intrucat s-a marcat z7 deducem c& fluxul nu este maxim. El poate fi
majorat cu cantitatea m = min{3 — 2,2,6 — 4,13 — 4} = 1, minimul fiind luat
pe lantul L = {z1, x3, 24, 26, 7}

Rezulta fluxul complet

I ‘ (31‘1,1'2) (331,.%'3) (acl,x4) ($2,CL‘3) (.%‘2,31‘5) (.1‘3,375) (.’174,3?3)

e3(a) | 5 3 7 1 4 5 1

($4,$5) (.1347336) (.135,3?7) (.136,3,'5) ($6,$7)
1 5 10 0 5

cu valoare 3 = 15.

Incercim o nou# marcare (al doilea semn + sau —). Se poate marca din
nou varfurile lantului L = (21, x9, 3, x4, g, 7). Rezultd ca fluxul @3 nu este
maxim. El poate fi majorat cu cantitatea

m=min{6—52—1,1,6—513—5} = 1.
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Rezuta fluxul complet

I | (w,22) (z1,23) (w1,24) (w2,w3) (w2,5) (w3,25) (24,73)

pa(a) | 6 3 7 2 4 5 0

(xa,x5) (za,26) (x5,27) (26,25) (w6, x7)
1 6 10 0 6

cu valoarea &4 =6 +3+7 =10+ 6 = 16.

Deoarece s-a marcat x7 deducem ca trebuie continuat algoritmul Ford-
Fulkerson.

Marcam cu + varful z; (al treilea +) si se observa ca nu se mai pot

marca alte varfuri deoarece arcele (x1,23), (z2,23) i (21,24) sunt saturate.
Rezulta ca fluxul &, = 16 este maxim. Taietura cu valoare minima este data
de multimea Y = {z1} cu v(Y/X)=6+3+7=16.
Exemplul 7.3.5. Trei depozite D1, Do, D3 dispun de 11, 10, 13 tone dintr-
un produs din care patru consumatori Cy, Cs, C3, C4 au nevoie de 9, 8, 9
si 11 tone. Posibilitatile de transport limitate de capacitatile mijloacelor de
transport sunt date in tabelul:

D; \ Oj ‘ C, Cy 03 Cy
Dy 5 3 0 6
Do 3 0 9 0
Ds 0 6 1 )

Existenta numarului 0 ne indica ca de la depozitele D respective nu se
face nici un transport la consumatorii corespunzatori.

Sa se determine un plan optim de transport astfel incat si poata fi
asigurata integral cererea consumatorilor Cs si C3, iar cererea consumatorilor
C4 si C4 in cea mai mare masura.

Transformam problema intr-un graf de retea de transport, considerand
varful de intrare x1, varfurile xs, x3, x4 corespunzatoare depozitelor Dy, Do,
D3, varfurile x5, zg, x7, xg corespunzatoare celor patru consumatori si xg
varful de iegire. Problemei noastre 1i corespunde graful din figura 7.3.3.

Fig.7.3.3.
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Rezolvarea problemei revine la determinarea unui flux maxim in reteaua de
transport din fig.7.3.3.

Vom utiliza algoritmul lui Ford—Fulkerson.

Mai intai trebuie sa determinam un flux ¢ pentru retea. Prin incercari,
respectand conditiile din Definitia 7.3.2, construim fluxul

U | (z1,22) (w1,23) (w1,24) (x2,35) (w2,76) (w2,28) (x3,75)
o| 7 8 6 4 2 1 0

(z3,27) (w4,26) (v4,77) (24,28) (@5,29) (w6,79) (T7,79) (78,%9)

8 ) 1 0 4 7 9 1

cu valoarea ® = 21.

Se observa ca fluxul ¢ este incomplet deoarece drumurile d; =
(1,22, 25,29), d2 = (1,22, %6, T9), d3 = (v1,T2,78,%9), dg = (21,23,%5,%9),
ds = (z1, 24, %6, T9), dg = (21,24, Ts, Tg) Sunt nesaturate.

Pe fiecare din aceste drumuri fluxul poate fi majorat corespunzator cu
ki = min(11 — 7,5 — 4,9 —4) = 1, ks = min(11 — 7,3 -2,8 - 7) = 1,
k3 = min(11 — 7,6 — 1,11 — 1) = 4, k4 = min(10 — 8,3 — 0,9 — 4) = 2,
ks = min(13—-6,6—5,8—7) =1, k¢ = min(13—-6,5—0,11 — 1) = 5. Obtinem
noul flux ¢;:

r ‘ (1‘131“2) (501,1‘3) (131,56‘4) (Ian5) (anzﬁ) (502,1‘8) (133,335)
o1 | 11 10 12 4 2 5 2

(z3,27) (wa,26) (wa,27) (x4,78) (@5,29) (W6, @0) (x7,%9) (@8,79)

8 6 1 5 6 8 9 10

cud; =11+104+22=6+8+9+ 10 = 33.

Deoarece prin majorare cu ks arcul (z1,z2) s-a saturat, drumurile dy si
ds au devenit saturate prin urmare nu s-au mai putut majora fluxurile pe d; si
do.

Este evident ca fluxul ¢; este complet deoarece pe fiecare din drumurile
de la x1 la zg se afla cel putin un arc saturat.

Acum trecem la imbunatatirea fluxului prin folosirea algoritmului Ford—
Fulkerson.

Marcdm z7 cu +. Cum arcul (z1,x4) este nesaturat, marcim x4 cu +.
Deoarece arcele (x4, 26), (T4, 27), (x4, xg) sunt saturate, rezultd cd marcarea nu
mai poate fi continuata. Prin urmare, varful x9 nu poate fi marcat. Deducem
ca valoarea fluxului maxim este 33. Taietura de capacitate minima este Y =
{z1,24} cu

v(Y/X)=11410+6+1+5=33.
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Programul optimal dat de fluxul (1 se poate reprezenta si prin tabelul

C; x5 x¢ x7 xg | Cantitati din produse | Cantitati
D; Cy Oy (3 (4 | disponibile in depozite | consumate
To D, 4 2 0 5 11 11
Ty D, 0 6 1 5 13 13
Cererlle. 9 3 9 11
consumatorilor
Cereri
satisfacute 6 8 o 10

Valorile (x;, z;) din tabel au fost citite din fluxul optimal ¢ si reprezinta
cantitatea de produs luata din depozitul x; si transportata la consumatorul x;.

Observatia 7.3.2 Algoritmul Ford—Fulkerson se poate utiliza si la rezolvarea
problemei determinarii numdrului mazim de cuplaje (legaturi independente)
intr-un graf bipartit. Un graf G = (X,T') se numeste bipartit daca ezista o
partitie a multimit X = X7 U Xo, X1 N Xy = @ astfel incat fiecare arc a lui G
are o extremitate in Xy si cealalta in Xo.

7.4 Probleme

1. Reprezentati geometric (intuitiv) grafurile:

a) X = {I1,$2.I3,x4,x57x6}, F = {(1'171'3), (I1,$4), (Zl,xﬁ), (1:271'4)7
(73, 22), (T2, 25), (T4,25), (T4,%6), (¥5,72), (¥5,26), (T6,21), (T6,72)};

b) X = {.1'17352,553,1‘473’,‘5}7 r = {($15$2)7 (.T27$3>7 (ZL‘Q,CC4), (.’1/'37.'171),
(x3,$4), (.1:57.'1)1)7 (.7)57373), (1'5,])4)};

C) X = {1’1,%2,$3,l‘47l’5,1’6}, r = {(xlva)a (1‘171'5)7 (ﬂfg,l’g), (x3ax1),
($3,$5)7 (LU4,£E2)7 (£E4,$3), (Z’4,$6), (xEnxG)a ($67x5)};

d) X = {x1,22, 23,24, 25,26}, T' = {(z1,22), (z1,23), (z1,24), (v2,23),
(.1‘2,335), (3337531)7 (563,1‘4), (1'47375); (3:4"736)’ (.735,334), ($57x6)};

e) X = {1’1,$2,.’E3,$47$5,$6,$7,x8}7 G = {($17x2)7 (‘rlvl.B)v (1.371.2),
($3,$4), (1'47372)7 ({L’4,(E5), (1’5,.’152), (1’573}6), (x65$2)a ($67w4)a (.’1777.')34),
(x7a-r6)a (.Z‘7,.%‘8), (378,3}1)7 (l’g,I4), ($87x7)}-

2. Pentru grafurile de la problema 1 rezolvati urmaéatoarele:
a) determinati matricea drumurilor;

b) aflati componentele tare conexe;
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¢) utilizand algoritmului lui Yu Chen, aflati drumurile hamiltoniene;

d) folosind algoritmul matricelor latine, g&siti drumurile hamiltoniene si cir-
cuitele hamiltoniene.

3. Pentru graful

aratati drumurile de lungime minima si respectiv maxima.
4. Pentru graful

determinati drumurile de lungime minima gi respectiv maxima.

5. O linie de fabricatie a unei intreprinderi industriale produce 5 produse
P;. i =1,5. Dacd dupd produsul P; se fabricd produsul P; atunci aveam un
cost de trecere c;;. Stiind ca matricea costurilor de trecere este:

P P, Py P DPs

P[0 6 9 10 11

o_ P8 0 5 4 7
Pl 7 4 0 5 9

| 8 5 8 0 6

ps| 9 6 11 5 0

sa se determine ordinea de executie a celor 5 produse astfel incat costul total
de lansare, intr-un interval de timp, sa fie minim .
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Indicatie. Se considera matricea booleana a grafului atagat data prin
1 , daca Cij < Cj4
B= (bij)i,j:ﬁ7 bij = 0 , daca Cij > Cj;
0 dacai=j.
6. Cu notatiile din paragraful 7.2.6 aratati ca:
i) R(x;,xj) —r(zs,xj) = R(xj);
i) r(xi, z;) —rs(2s,x;) = R(xs);
i) R(xs,xj) > (2, ;) > rs(2s, ;).

7. Utilizand metoda drumului critic, studiati programul dat prin graful
de mai jos:

8. Sa se determine elementele ce caracterizeaza reteaua de activitati
data prin graful de mai jos.
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9. Sa se determine un flux maxim intre z; si 7 in reteaua de trans-
port data prin graful

10. Irigarea a trei terenuri Ty, T, T3 se face cu apa din trei bazine By,
By, Bj folosind o retea de canale. Bazinul B; are un disponibil de 20 1/s,
bazinul By are un disponibil de 16 1/s, iar bazinul Bs are un disponibil de 8
1/s. Terenul T} are nevoie de 11 1/s, terenul T5 are nevoie de 18 1/s, iar terenul
T3 are nevoie de 13 1/s.

Debitele canalelor din reteaua de irigatii sunt date prin graful din figura
1.

Figura 1

i) S& se determine debitul total optim de alimentare cu apd a celor trei
terenuri, precizand in acest caz si debitul de alimentare a fiecarui teren;

ii) Pentru ce canale trebuie si se mareascd debitul de apa pentru ca sistemul
de irigare sa aiba o eficienta optima.
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11. Sa se determine fluxul maxim din reteaua de transport din figura 2.

Figura 2
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7.5 Testul Nr. 6 de verificare a cunostintelor

1. Definiti notiunile urmatoare:

a) Graf;

b) Graf simetric;

¢) Drum intr-un graf;
d) Drum hamiltonian;

e) Graf tare conex.
2. Definiti notiunile urmatoare

a) Arbore;
b

) Matricea booleans atagatd unui graf;
¢) Retea de transport;
)

d) Flux complet intr-o retea de transport.

3. Sa se gaseasca cu ajutorul algoritmului lui Bellman drumul minim z; —
x5 din urmatorul graf:

4. Gasiti drumurile, fara circuite, de lungime 1, 2 si 3 din graful urmator
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5. Determinati cu ajutorul algoritmului lui Bellman drumul de lungime
maxima x; — z14 din graful urmator, precizand si lungimea acesteia:

6. Gasiti cu ajutorul algoritmului Bellman - Kalaba drumul minim z; — 7
si lungimea acestuia din urmatorul graf:

7. Gasiti cu ajutorul algoritmului Bellman - Kalaba drumul maxim z; — x7
si lungimea acestuia din graful de la problema precedenta.

8. Folosind metoda drumului critic sa se determine elementele caracteritice
ale urmatoarei retele de activitati:

9. Stabiliti folosind algoritmul marcarii daca urmatorul graf are circuite:
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10. Scrieti matricea booleana asociata grafului
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Capitolul 8

Probleme de transport

79 binele gi raul vin pe neasteptate./ Iar celui ce le prevesteste / nu-i dd
crezare nimeni”.
(Goethe, Faust)
O problema de transport consta in aflarea unui plan de transport
a unui produs, de la anumite centre producitoare (depozite), in scopul satis-
facerii cerintelor unor consumatori i minimizarii cheltuielilor de transport.
Problemele de tip transport se Intalnesc in multe procese economice,
ca de exemplu: transporturi de bunuri; proiectarea de canale de energie
(informatii, electricitate), de canale in agriculturd; proiectarea de depozite in
acelagi spatiu productiv; repartitia optima a sarcinilor de productie pe magini,
sectii, Intreprinderi, optimizarea unor probleme de productie si stocaj etc.
Modelul matematic al problemelor de transport se incadreaza in modelul
problemelor PL. Avand in vedere numarul mare de variabile, rezolvarea unei
probleme de transport prin algoritmul simplex este in general putin eficienta.
De aceea, pentru rezolvarea problemelor de tip transport se folosesc tehnici
speciale.
Acest capitol este dedicat prezentarii, sub o forma simpla, a acestor
tehnici.

8.1 Modelul matematic pentru o problema de
transport

O problema de transport a fost formulata la Capitolul 1, problema 2. Sa
o formuldm din nou. Un produs (marfa) se afla in depozitele D1, Ds, ..., Dy,

cu capacitdtile ay, as, ..., an §i trebuie transportat(d) la centrele de consum
Cy, Cy, ..., C, in cantitatile by, ba, ..., b,. Cunoscand costul transportului

198



pe unitate de produs de la depozitul D;, i = 1,m la centrul de consum Cj,
Jj =1,n, notat cu c;j, se cere sa se intocmeascd un astfel de plan de repartitie
a produsului incat costul total al transportului sda fie minim.

Daca notam cu z;; cantitatea de produs ce se va transporta de la depo-
zitul D;, i = 1,m, la centrul de consum C, j = 1, n, atunci modelul matematic
pentru probleme de transport se scrie astfel:

Intuitiv, modelul matematic (8.1) al problemei de transport se poate
reprezenta prin Tabelul 8.1.

D; \ Cj Cy Cy .. C, Disponibil
C11 C12 C1
D1 e I ai
T11 T12 Tin
C21 €22 C2
D2 cee & as
T21 €22 Tan
Dm Cm1 Cm2 o Cmn -
Tmi Tm2 Tmn
Necesar by bo o by, T
Cij o o o
Cuplul —% —— poartd numele de casuta.
iJ

Algoritmul de rezolvare a unui model de transport cere ca acest model
sa fie echilibrat, adica sa fie indeplinita conditia de echilibru

m

D oai= b
j=1

i=1

adica totalul disponibilului sa fie egal cu totalul necesarului. Valoarea
comuni T a acestui total se trece in casuta (m+ 1,n + 1).

In caz contrar, modelul se echilibreaza prin considerarea, fie a unui de-
pozit fictiv Dy, 41, fie a unui centru de consum fictiv C,, 41, care ofera, sau cere,
diferenta dintre cele doua sume. Deoarece cantitatile transportate de la un
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depozit arbitrar, respectiv la acest centru fictiv, nu exista in realitate, costurile
de transport corespunzatoare le consideram nule.

Se observa ca intr-o problema de transport cu m depozite gi n centre
de consum modelul matematic contine m - n variabile necunoscute si cel mult
m 4 n — 1 restrictii independente (nu s-au inclus conditiile de nenegativitate).
Numarul variabilelor necunoscute fiind evident mai mare ca cel al restrictiilor,
rezultad ca valorile variabilelor ce verifica sistemul de restrictii nu sunt unic de-
terminate.

O solutie realizabild a problemei, care contine cel mult (m+mn—1) com-
ponente strict pozitive, se numesgte solutie de baza. Solutia de baza cu exact
(m+n— 1) componente pozitive se numeste solutie de bazi nedegenerata,
iar in caz contrar, degenerata.

Se constata ca modelul matematic reprezinta o problema de programare
liniara de o forma speciald. Cu toate ca In restrictii coeficientii necunoscutelor
sunt 0 sau 1, rezolvarea prin metoda simplex cere un volum de calcule foarte
mare. De aceea, se prefera pentru rezolvarea unei probleme de transport o cale
cu tehnica specifica.

In general, pentru rezolvarea unei probleme de transport se parcurg
etapele:

a) Determinarea (aflarea) unei solutii initiale (de baza, nedegeratd);
b) Ameliorarea (imbunatitirea) unei solutii;

c) Aflarea (determinarea) solutiei optime.

8.2 Determinarea unei solutii initiale

Pentru aflarea unei solutii initiale intr-o problema de transport se cunosc
mai multe metode. In cele ce urmeaza vom prezenta trei metode.

8.2.1 Metoda coltului Nord—Vest

Aceasta metoda consta in a atribui, pe rand, valori variabilelor necunos-
cute incepand cu cea din coltul Nord—Vest al tabelului. Astfel, mai intai luam
211 = min(aq,by). Dacd min(ay, b1) = a1, atunci 15 = ... = x1, = 0, iar daca
min(aq,b;) = by, atunci 91 = 231 = ... = T;m1 = 0. Metoda continud apoi cu
x91 = min(ag, by — aq) In prima situatie, respectiv cu x12 = min(a; — by, ba)
in cealalta situatie. Procesul se repeta pana cand este repartizata gi ultima
cantitate disponibila.

Exemplul 8.2.1. Se considera trei furnizori Dy, Ds si D3 care au disponibile
corespunzator cantitatile de un anumit produs a; = 50, as = 30 si ag = 40.
Acestea sunt solicitate de patru consumatori Cy, Cy, C5 si Cy In cantitatile
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by = 45, by = 15, bg = 25 si by = 35. Cunoscand costurile unitare de transport
3,2,1,1; 2,3,2,1 si 4,2,3,2 unitati monetare de la Dy, Dy si D3, sa se scrie
modelul matematic al problemei de transport, cand se urmareste minimizarea
costului total.

Utilizand metoda coltului Nord—Vest sa se gaseasca o solutie initiala.

Daca notdm cu z;; cantitatea de produs ce se va transporta de la furni-
zorul Dy, i = 1,2, 3 la beneficiarul C;, j = 1,2, 3,4, atunci obtinem urméatorul
model matematic:

Tr11 +x12 +x13 +x14 =50
To1 +T22 +T23 +mx2g =30
31 +x32 +wzz +wzy =40
T11 +x21 +w3r =45
T12 +T22 +x32 =15
T13 +x23 +w3z =25
T14 +T2q4 +x34 =35

z;, >0, 1=1,23, j5=1,2,3,4
(mm)f = 3!1711 + 21’12 + I13 + 14 + 2(1721 + 31’22+
+2x23 + Tog + 4x31 + 2732 + 3733 + 2734

Sub forma tabelara modelul matematic este

Di \ Cj Cl CQ 03 C4 Disponibil
D, 3 2 1 1 50
T11 Z12 Z13 T14
Dy 2 3 2 1 30
21 €22 €23 €24
Ds 4 2 3 2 40
x31 T32 X33 L34
Necesar 45 15 25 35 120

Pentru aflarea solutiei initiale cu metoda coltului Nord—Vest procedam
astfel: alegem 17 = min(45,50) = 45; atunci xze; = x3; = 0; apoi x12 =
min(15,5) = 5 gl 213 = x14 = 0; in continuare 9o = min(10,30) = 10 si
x32 = 0; mai departe xo3 = min(20,25) = 20 si 294 = 0 si in final xz33 = 5 si
T34 = 35.

De obicei, se determina solutia initiala in tabel, micgorandu-se de fiecare
data disponibilul si necesarul respectiv si scriind alaturat cel ramas. Astfel
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avem

Di \ Cj 01 CQ Cg 04 DiSpOHibﬂ
3 2 1 1
Dy 45 5 0 0 50; 5; 0
2 3 2 1
D 0 10 20 0 30; 20; 0
4 2 3 2
Ds 5 5 5 5= | 40:35:0
Necesar 45 15 25 35 120
0 10 5 0
0 0

Tabelul 8.2.1.

Valoarea functiei cost total pentru solutia initiala gasita este
f=3-4564+2-54+3-104+2-20+3-5+2-35 =300

Aceasta metoda este foarte simpld dar putin eficientd deoarece nu tine
cont de valorile costurilor ¢;;.

8.2.2 Metoda elementului minim

Metoda consta in a atribui, pe rand, valori variabilelor necunoscute,
incepand cu aceea la care costul unitar ¢;; este minim.

Apoi din cele ramase se lucreaza tot cu aceea care corespunde costului
minim. Daca sunt mai multe costuri minime egale, atunci se va considera mai
intai acea variabild care poate lua valoarea mai mare. Valoarea variabilei se
va afla ca si la metoda Nord—Vest, considerand minimul dintre disponibil si
necesar.

Exemplul 8.2.2. Utilizand metoda elementului minim si aflam o solutie
initiala pentru problema de transport de la Exemplul 8.2.1.

Deoarece c13 = ¢14 = co4 = 1 este costul minim, mai intai vor determina
valoarea variabilei 14 Intrucit vom obtine valoarea maxima (x13 = 25; x14 =
35; 294 = 30). Asadar, luam x4 = 35, ceea ce implicd coqy = 0, 234 = 0.
Apoi alegem z13 = 15 deoarece c13 = 1 este costul minim din cele ramase.
Avem x1; = z12 = 0. Considerand costurile egale cu 2 alegem x5, = 30 si
Tog = 23 = 0. Acum luam z3, = 15, £33 = 10 si x3; = 15.

Tlustrarea intuitiva prin tabel este data in Tabelul 8.2.2.

Valoarea lui f pentru aceasta solutie este

f=1-1541-354+2-304+4-154+2-154+3-10 =

= 50 + 60 + 60 + 60 = 230.
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Di \ Cj 01 Cz Cg 04 DiSpOHibﬂ
3 2 1 1
Dy 0 0 15 35 50; 15; 0
2 3 2 1
Dz 30 0 0 0 30; 0
4 2 3 2
Ds 15 15 10 0 40; 0
Necesar 45 15 25 35 120
15 0 10 0
0 0

Tabelul 8.2.2.

8.2.3 Metoda diferentelor maxime

Valorile variabilelor se atribuie ca gi in cazul metodelor precedente, dar
ordinea de atribuire se face dupa o alta regula. Pentru stabilirea ordinii de
urmat se calculeaza, pentru fiecare linie, respectiv pentru fiecare coloana,
diferenta dintre cele mai mici doué elemente (costuri). Apoi pe linia sau coloana
cu diferenta maxima se determind variabilele din casuta cu cost minim. Apoi
procedeul se repeta. La diferente maxime egale se considerd mai intai costul
minim.

La lucrul cu tabel diferentele pe linii se trec in stanga tabelului, iar cele
pe coloane deasupra tabelului.

Exemplul 8.2.3. Sa se afle o solutie initiala cu metoda diferentelor maxime
pentru problema de transport din Exemplul 8.2.1.

Calculam diferentele pe linii si coloane. Avem urmaitorul tabel cu

diferente

3 2 1 171
2 3 2 111
4 2 3 211
1 1 1 1

calculate astfel: 2—1 =1 pentru linia intai, 2—1 = 1 pe linia a doua, 3—2 =1
pentru linia a treia, 3 — 2 = 1 pentru coloana intai, 3 — 2 = 1 pentru coloana a
doua, 2 — 1 = 1 pentru coloana a treia gi 2 — 1 = 1 pentru coloana a patra.

Se observa ca avem toate diferentele egale cu 1. Alegem x4 = 35
deoarece da cea mai mare repartizare pentru preturile minime. Atunci zo4 =
T35 = 0.

Recalculam diferentele pe liniile si coloanele ramase, obtinem tabelul
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Toate diferentele sunt egale. Tinand seama de costul minim alegem
13 = 15 §1 11 = 12 = 0.
Pentru liniile si coloanele necompletate recalculam diferentele si obtinem

tabelul
1

1

NI )
=N W
=W N

Diferenta maxima este 2 si corespunde coloanei intai. Alegem z2; = 30
§1 Tag = wa3 = 0.

Acum, pe linia a treia ludm x3; = 15, 232 = 15 §i 233 = 10.

Sub forma de tabel calculele arata astfel:

Di \ Cj Cl 02 03 04 DiSpOnibﬂ
3 2 1 1
Dy 0 0 15 35 50; 15; 0
2 3 2 1
Dy 30 0 0 0 30; 0
4 2 3 2
Ds 15 15 10 0 40
Necesar 45 15 25 35 120
15 10 0

Valoarea lui f pe aceasta solutie initiala este
f=1-154+1-354+2-30+4-15+2-154+3-10=230

Se observa ca s-a obtinut aceeasi solutie initiala ca si la utilizarea metodei
elementului minim.

Observatia 8.2.1 Toate cele trei solutii initiale gasite pentru problema de
transport din Eremplul 8.2.1. sunt solutii de baza medegenerate, avand 4 +
3 — 1 =6 componente pozitive.

8.3 Ameliorarea (imbunatatirea) unei solutii

Pentru a elabora un mod de ameliorare a unei solutii corespunzatoare
unei probleme de transport, adica de a trece de la o solutie de baza la una mai
buna, vom recurge la problema duala.

Problema de transport are modelul matematic dat de (8.1), §8.1.
Pentru a scrie duala trebuie sa introducem variabilele duale wuy,us, ..., Um,
corespunzatoare primelor m restrictii, si wvi,vs2,...,v, corespunzatoare
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urmatoarelor n restrictii. Obtinem

up+vr <en, urtve<cie, ..., Uy + vy, < Cip,

ug +vy <co1, Uz Fve<cCap ..., Ug + Vp < Con,
(8.2)

Um + V1 Scmla Um+v2§cm2

ctt um+vn§6mn7
Ut = 1,m, v, 7 =1,n, arbitrare

(max)g = ar1ug + agua + ... + Ay, + b1v1 + bave + . .. + byu,.

Teoremele de dualitate (v. Teoremele 6.6.1 gi 6.6.2) ne asigurd cd o
solutie X (0 = (xg))) it este optima daca variabilele duale verifica restrictiile

j=T,n

(8.3)  wu; +v; = ¢y, daca xz(-?) # O(a:l(»?) este necunoscuta principald)

(8.4)  wu; +v; <y, daca xgg)(mgg) = 0 este necunoscuta secundara)
numite conditii de optimalitate pentru solutia unei probleme de transport.

Fie X = (2;5) i—t;m 0 solutie initiald a problemei de transport.
j=Tm
Casutele din tabelul solutiei cu z;; # 0 le numim casute ocupate, iar

cele cu z;; = 0 le numim casute libere.

Relatiile (8.3) formeazd un sistem liniar de m 4+ n — 1 ecuatii (core-
spunzitoare cdsutelor ocupate) cu m + n necunoscute. Se observad cd acest
sistem este compatibil nedeterminat. Pentru aflarea unei solutii putem lua o
necunoscuta secundara egala cu 0, de obicei vom alege u; = 0.

Valorile gasite pentru uy, us, . .., Uy §i V1,02, ...,0, se trec pe marginea
tabelului solutie In mod corespunzitor (de aceea se mai numesc gi valori
marginale), iar sumele u; + v; se scriu in coltul din dreapta sus al casutelor
ocupate, aldturi de coeficientii ¢;;, adica structura unei astfel de casute ocupate
arata astfel

Cij U; + Uj
Tij

Acum verificdim conditiile de optimalitate (8.4) pentru césutele libere.
Daca toate conditiile (8.4) sunt indeplinite, atunci solutia initiald este optima.
Daca cel putin o conditie (8.4) nu este verificatd, atunci se trece la procesul de
ameliorare (imbunatatire) a solutiei.

Definitia 8.3.1 Numim ciclu corespunzator unei casute libere o succesiune
de casute ocupate, doud cate doua alaturate pe aceeasi linie, sau respectiv pe
aceeasi coloand, cu treceri alternative pe linii si coloane, succesiunea incepand
imediat dupd casuta libera si terminandu-se in vecindtatea aceleiasi casute
libere.
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Intr-un ciclu marcam alternativ cu + st — casutele, incepand cu casuta
libera. Semnele se trec in coltul din stanga jos al cdsutei.

Pentru imbunatatirea solutiei se determina valoarea minima 6
a valorii z;; din casutele marcate cu —. Apoi, valoarea minima 6 se
aduna la valorile z;; din casutele marcate cu + si se scade din valorile
z;; din casutele marcate cu —.

Ciclul se alege pentru casuta liberd corespunzatoare diferentei A;; =
Cij — (u; + vj) cea mai mare in valoare absolutd dintre diferentele A;; < 0.
Prin acest proces se obtine o noud solutie a problemei de transport, mai bund
decat cea de la care am plecat.

Exemplul 8.3.1. Sa consideram problema de transport din Exemplul 8.2.1
cu solutia initiala din Tabelul 8.2.1, obtinuta prin metoda coltului Nord—Vest.

Consideram variabilele marginale wuy,us,us si v1,v2,v3,v4. Sistemul
(8.3) corespunzator casutelor ocupate din Tabelul 8.2.1 este:

U1+1)1:3, U1+’l)2:2, UQ+1)2:3, U2+1)3:2

(85) us +v3 =3, uz+uvg=2.

Alegand u; =0, gasim v1 =3, vo =2, up =1, v3 =1, ug = 2, v4 = 0.
Acum verificim conditiile de optimalitate (8.4) pentru casutele libere.
Avem:

uptv3s=1=ci13>1; u1+v4=0<ciu=1;, ugs+vi=4>2,
Ug + V4 = coyg < 1; uz + vy, =5 >4,
uz + v =4 > 2,

de unde observam ci pentru casutele libere (2,1), (3,1) si (3,2) nu sunt verifi-
cate conditiile de optimalitate. Prin urmare, solutia initiala din Tabelul 8.2.1
nu este optima.

Calculele de mai sus se pot reprezenta ca in Tabelul 8.3.1.

Uj U1:3 1}2:2 ’U3:1 1)4:0
U; Di \ Cj Cl 02 03 04 DiSpODibﬂ

3| 3 212 111 110

w=071 D ~ 45 T 15 0 0 5
2 | 4 31 3 2| 2 111

uz=11" Do 10 | -0 20 0 30
415 2|4 313 2| 2

ug =21 Dy 0 0 5 35 40

Necesar 45 15 25 35

Tabelul 8.3.1.

Sistemul (8.5) se poate rezolva direct pe Tabelul 8.3.1, plecand de la
up +vy =3 siu; =0.
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Acum stabilim casuta libera pentru care consideram ciclul. In acest scop
calculam diferentele A;; pentru casutele libere in care nu au fost indeplinite
conditiile de optimalitate:

A9y = =2, Az =—135i Agy =-2.

Cum max(| — 2|,| — 1],| — 2|]) = 2 este atins pentru doud césute libere
(2,1) si (2,2), vom alege unul din ciclurile determinate de ele. De exemplu, sa
ne fixam pe cel determinat de casuta (2, 1).

Acesta este dat de casutele (2,1), (1,1), (1,2) si (2,2). Marcdm alter-
nativ casutele ciclului cu + si —, incepand cu cea libera. Numaérul 6 este dat
de

6 = min{45, 10} = 10.

Adunam 60 la z;; din casutele cu + si scadem acelagi numar la cele
marcate cu —. Obtinem noua solutie datd de Tabelul 8.3.2.

D; \ C; Ci Cy Cs Cy Disponibil
Da : 35 - 15 1 0 1 0 50
Dz - 10 : 0 - 20 1 0 30
Ds - 0 - 0 . 5 - 35 40
Necesar 45 15 25 25

Tabelul 8.3.2

Valoarea functiei cost total pentru noua solutie (din Tabelul 8.3.2) este

f=3-354+2-154+2-10+2-204+3-5+2-35 =280

8.4 Aflarea unei solutii optime

In paragrafele precedente am vazut cum se afla o solutie initiala si cum
poate ea fi ameliorata (imbunatatita). Acum putem prezenta un algoritm pen-
tru aflarea solutiei optime pentru o problemé de transport. Acesta poarta
numele de algoritmul distributiv sau algoritmul potentialelor.

Pasii algoritmului sunt:

Pasul 1. Se determina o solutie initiald a problemei de transport;

Pasul 2. Se gésesc valorile marginale u;, i = 1,m si v, j = 1,n, ca solutii ale
sistemului de ecuatii u; +v; = ¢;5, unde ¢ gi j sunt indicii casutelor ocupate;
Pasul 3. Se verifica conditiile de optimalitate a solutiei gasite, adica daca au
loc inegalitatile u; + v; < ¢;; pentru toti indicii (4, j) de césute libere;
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Pasul 4. Daca solutia nu este optima, adica cel putin o conditie de optimali-

tate nu este indeplinita, atunci se calculeaza diferentele A;; = ¢;; — (u; +v;) <0

corespunzatoare casutelor libere pentru care conditia de optimalitate nu este

verificata. Cea mai mare diferenta A;; In valoare absoluta determina casuta

libera (4, j) pentru care alegem ciclul folosit in ameliorarea solutiei.

Pasul 5. Se marcheaza alternativ cu + si — casutele ciclului, incepand cu

casuta libera.

Pasul 6. Se determina valoarea minima 6 a valorilor z;; din casutele ciclului

marcate cu —.

Pasul 7. Valoarea minima 6 se aduna la valorile x;; din casutele marcate cu +

gi se scade din valorile z;; din casutele marcate cu —. Se obtine astfel o noua

solutie pentru problema de transport.

Pasul 8. Se reiau pasii 2-7 cu noua solutie si se continua repetarea lor pana

cand toate conditiile de optimalitate sunt indeplinite, adica s-a obtinut o solutie

optima.

Pasul 9. Se scrie solutia optima si se calculeaza valoarea minima a functiei

obiectiv (scop).

Exemplul 8.4.1. Sa rezolvam problema de transport din Exemplul 8.2.1.
Vom porni de la solutia initiala obtinuta prin metoda elementului minim

(vezi Tabelul 8.2.2). Vom parcurge calculele algoritmului direct pe tabel.

Avem
Uj ’U1=2 1]2:0 ’1)3:1 U4:1
U; Dl \ Cj Cl CQ Cg C4 DiSpOHibﬂ
3|2 210 1 1
m=0) D 0 0 5 | -3 50
2 310 211 111
Ug = 0 D2 30 0 0 0 30
4 2 3 213
us =21 Ds 15 15 ~ 110 F]0 40
Necesar 45 15 25 35

Tabelul 8.4.1.

si intrucat uz + vy = 3 > 2 = ¢34, deducem ca solutia nu este optima. Avem
o singura casuta liberd cu A;; < 0 si anume casuta (3,4). Formam ciclul
determinat de ea prin casutele (3,4), (3,3), (1, 3) i (1,4). Marcam alternativ cu
+ si — céisutele ciclului. Valoarea minim 6 este datd de § = min{10,35} = 10.

208



Se obtine astfel o noua solutie reprezentata in Tabelul 8.4.2

v v =3 vy =1 vy =1 vy =1
(173 Di \ C]' Cl 02 03 C4 DiSpOIlibﬂ
313 21 1 1
w =0 Dy T10 0 25 125 50
2 310 210 10
uz=—11 D 30 0 0 0 30
4 2 312 2
ug =1 Ds 15 15 0 T 10 40
Necesar 45 15 25 35

Tabelul 8.4.2.

Reluam calculul valorilor marginale si verificarea conditiilor de optima-
litate pentru noua solutie. Lucram pe Tabelul 8.4.2.

Se observa ca solutia obtinuta in tabelul 8.4.2. este optima deoarece
u; +v; < ¢;; pentru toate casutele libere.

Deci, o solutie optima a problemei de transport 8.2.1 este

0 0 25 25
Xi=130 0 0 O
15 15 0 10

jfarminf=1-2564+1-254+2-30+4-154+2-15+2-10 = 220.

Observatia 8.4.1 FEste posibil ca solutia optimd a uni probleme de transport
sa nu fie unica, adicd sa aiba solutii multiple. Vom avea solufii multiple atunci
cand exista mai multe casute la care u; + v; = ¢;5, adicd conditia de optimali-
tate este indeplinitd cu egalitate.

Celelalte solutii optime, cand exista, se obtin aplicand procedeul ame-
liorarii solutislor pentru casutele la care u; +v; = ci;. Solulia generald se va
scrie ca o combinatie liniara convexd a solutiilor optime gasite.

In cazul exemplului nostru, se observa ca in tabelul 8.4.2 avem casuta
(1,1) pentru care u; +v1 = 3 = ¢11 = 3. Formém ciclul (1,1), (1,4), (3,4) si
(3,3). Marcdm cu + gi — césutele ciclului.

Valoarea minima 6 este data de

0 = min{15,25} = 15

Obtinem o noua solutie optima data prin

15 0 25 10
Xo=130 0 0 O
0 15 0 25
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Solutia generala este

1503 0 25+ 253 25+ 100
X =aX1+0Xe=| 30a+ 303 0 0 0
15c 15a + 1583 0 10 + 2583

unde « >0, >0, a+ 3 =1.

8.5 Degenerarea in problemele de transport

Am vazut (§8.1) ca solutia unei probleme de transport este degenerata
dacd are mai putin de m+n — 1 valori nenule (cisute ocupate). Degenerarea in
problemele de transport apare in urmétoarele situatii: a) cAnd solutia initiald
este degenerata, situatie posibila daca valoarea disponibilului este egala cu
valoarea necesarului, pentru o anumita linie gi coloand; b) la Imbunatatirea
unei solutii, cand valoarea minima din casutele ciclului marcate cu — este
atinsa in cel putin doua cazuri.

In ambele situatii se obtin mai putine casute ocupate, avand mai putine
ecuatii decdt m +n — 1. Rezultd c&d variabilele duale (marginale) nu pot fi
determinate.

Pentru inlaturarea acestui inconvenient se foloseste metoda zerourilor
esentiale. Acesta consta in tranformarea unor casute libere in casute ocupate
cu un 0*, numit zero esential. Acest 0* se pune in casutele libere cu costuri
minime, care nu formeaza cicluri cu casutele deja ocupate. In final, trebuie ca
numarul total al casutelor ocupate sa fie m +n — 1.

In situatia b) zerourile esentiale se inscriu in cisute care se elibereaza si

in care costurile sunt mai mici.
Exemplul 8.5.1. Trei intreprinderi I7, I si Is produc patru tipuri de produse
Py, Py, P3si Py cu cheltuielile unitare de productie diferite. Cheltuielile pentru
producerea unei unitati din fiecare tip de produs, de catre fiecare intreprindere,
sunt date in tabelul 8.5.1.

L\D [P | P | PP
I, 11323
T 214 |5 2
I 21 4] 4] 5

Tabelul 8.5.1.

Cele trei intreprinderi au capacititi egale de productie, fiecare putand
produce cel mult 40 de unitati din cele patru produse luate la un loc. Cantitatile
necesare din cele patru produse sunt egale cu 40, 30, 50 gi 40 unitati.

i) Sa se determine un plan de productie comun pentru cele trei intreprinderi
astfel Incat sa se asigurea intr-o masura cat mai mare cantititile necesare
din cele patru produse, cu cheltuieli totale de productie minime.
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ii) S& se interpreteze din punct de vedere economic solutia optima obtinuta.

iii) Este unica solutia optima?

i) Se observa ca avem o problemé de transport deoarece putem consid-
era cele patru tipuri de produse ca patru centre consumatoare, iar cele trei
intreprinderi ca trei centre de depozitare. Obtinem astfel problema de trans-
port din Tabelul 8.5.2.

I\ P P P, P P, Disponibil
I 4 3 2 3 40
I 2 4 5 2 A0
I 2 4 4 5 A0
120
Necesar 40 30 50 40 160

Tabelul 8.5.2

Deoarece modelul este neechilibrat, totalul de necesar este mai mare
decat totalul de disponibil, vom introduce un centru fictiv de productie Iy,
care sa "produca” diferenta de 40 unitati. Pentru acest centru fictiv costurile
unitare sunt nule. Modelul problemei de rezolvat ia forma din Tabelul 8.5.3.

Ii \ Pj P1 P2 P3 P4 DlSpOnlbll
I 4 3 2 3 A0
I 2 4 5 2 40
Iy 2 4 4 5 40
I 0 0 0 0 40
Necesar 40 30 50 40 160

Tabelul 8.5.3.
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Aplicim metoda elementului minim si gasim solutia initial& din Tabelul

8.5.4.
Uy ’U1:0 Vg = ’03:2 U4:0
U; Il \ Pf P1 P2 P3 P4 DlSpOlell
410 312 2 310
2 4|2 5|4 2
uz=2\ I 0 0 0 40 40
2 4 4 512
up=21 Iy F o ~ 1730 10 0 40
0 012 012 010
ug =0 n 40 o 0 0 40; 0
Necesar 40 30 50 40 160

Tabelul 8.5.4.

Solutia determinata este degeneratd. Introducem 0* (esential) la c8sutele
(2,1) si (3,1). Determinim valorile duale (marginale) trecute pe marginea
Tabelului 8.5.4. Formam ciclul (4,2), (4,1), (3,1) si (3,2) care se marcheaza

cu + si — ca in Tabelul 8.5.4.

Cu # = min{30,40} = 30, obtinem solutia imbunatitita din Tabelul

8.5.5.
v vy =0 Vg =2 v3 =2 v =0
(173 Iz \ Pj P1 Pg P3 P4 DlSpOnlbll
410 310 2 310
uy = O .[1 O 0 40 40
2 412 51| 4 2
uz =2\ I 0¥ 0 0 0 40
2 412 4 5|2
=21 Iy + 30 0 ~ 10 0 40
0 0 012 0|0
us =0 Iy “ 110 30 +10 0 40
Necesar 40 30 50 40

Tabelul 8.5.5.

Pentru solutia din Tabelul 8.5.5 determinam valorile marginale. Con-

sideram ciclul (4, 3), (4
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Cu # = min{10, 10} = 10, gasim solutia din Tabelul 8.5.6.

’Uj ’U1:2 02:2 1)3:2 Vg =
U; Iz \ Pj P1 Pg P3 P4 DlSpOnlbll
£10 312 2 370
ur =0 h 0 0 40 0 40
2 12 512 2
uz =0 L 0" 0 0 40 40
D) 12 42 512
ug =0 Is 40 0 0 0 40
00 0 0 0]0
us = =2 Ly 0 30 10 0 40
Necesar 40 30 50 40

Tabelul 8.5.6.

Reluand procesul de ameliorare a unei solutii pentru cea din Tabelul
8.5.6. se constata cd sunt indeplinite toate conditiile de optimizare. Prin
urmare, solutia gasita

0 0 40 O
X = 0 0 0 40
40 0 0 O

este optima, iar min f =2-404 2-40 + 2 - 40 = 240.

ii) Solutia optim& gasita ne aratd cd fiecare intreprindere trebuie si pro-
duca numai un tip de produs: intreprinderea I; sa produca Ps, intreprinderea
I, sa produca Py, iar intreprinderea I3 sa produca P;. Cele trei intreprinderi
isi folosesc la maxim capacititile de productie. Cu toate acestea, necesarul de
produs P; nu este satisfacut complet (mai trebuie 30 de unititi), precum si 10
unitati din produsul P;. Cheltuielile minime de productie totale sunt egale cu
240 unitati monetare.

iii) In Tabelul 8.5.6 pentru casutele (4,1) si (4,4) avem uj +v; = 0 = ¢4y
i respectiv uy + v4 = 0 = cygq. Deoarece nu avem cicluri plecand de la aceste
casute libere, rezulta ca nu mai obtinem o noua solutie optima. Rezulta ca
problema are o singura solutie optima, cea gasita mai sus.

8.6 Probleme de transport cu capacitati limi-
tate

Sunt situatii in care intr-o problema de transport pe unele rute avem
capacitati limitate. Notam cu d;; capacitatea maxima ce poate fi transportata
pe ruta ce leaga depozitul D; de centrul de consum Cj.
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Daca pastram notatiile din §8.1., atunci modelul matematic al acestei
probleme, numita problema de transport cu capacitati limitate, este

n
E Tij = Qq, ’L:Lm
Jj=1

m
inj:bj, jzl,n
i=1

0§x13§d137 i:17m7j:17n
m n
(min) f = E E CijTij
i=1 j=1
sau sub forma de tabel
D; \ Cj o Co ... C, Disponibil
D C11 C12 Cin a
1 . 1
dii | T11 dio | T12 din | Tin
D C21 C22 Con a
2 . — 2
doy | T21 doo | oo dopn, | Ton
Cm1 Cm2 Cmn
D, T ... Qm
dml Tm1 dm2 Tm2 dmn Tmn
m
>
Necesar b ba ... bn n i=1
> b
i=1

Tabelul 8.6.1.

Observatia 8.6.1 Din conditiile de limitare a capacitatilor rezulta ca este
necesar ca pe fiecare linie, respectiv coloana, sa fie verificate inegalitatile:

n
Zdij > a;,i=1,m
=1

respectiv

m
> dij=bjj=1n
i=1

Metoda de rezolvare a unei probleme de transport cu capacitati limitate
este aproape identica cu cea a unei probleme de transport fara limite de capac-
itate.
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La determinarea unei solutii initiale valoarea variabilei din casuta ce se
ocupa se afla acum ca minimul dintre disponibilul necesar si capacitatea core-
spunzatoare varabilei respective. Cand acest minim este egal cu capacitatea
respectiva, valoarea se va sublinia, ceea ce Inseamna ca pe linia, respectiv
coloana casutei restul variabilelor nu se vor lua automat egale cu zero. Aceasta
inseamna ca, in general, vor fi ocupate mai mult decat m + n — 1 casute. Se
vor considera un numar de m + n — 1 variabile nebarate.

Trecand la problema duala, se gasesc urmatoarele conditii, de optimali-
tate pentru probleme de transport cu capacitati limitate:

1) u; +v; < ¢;j, pentru casutele libere (4, j);
2) w; +v; > ¢, pentru casutele (7,7) cu valori subliniate;
unde u;, i = 1,m si v, J = 1,n sunt variabilele duale wu; si v;, date de sistemul
U; + V5 = ¢

unde (i, j) este indice de casuta ocupata (corespunzitoare la variabila de bazi).

La determinarea unei solutii initiale, din cauza capacitatilor limitate,
sunt situatii in care nu se pot repartiza in casute tot disponibilul gi tot nece-
sarul.

Pentru a nu ajunge la o astfel de situatie, se recomanda urmatorul pro-
cedeu de ocupare a casutelor: a) pe linia (sau coloana) costului minim se ocupa
casutele in ordine crescatoare a costurilor; b) se procedeazd analog pe coloana
(linia) ultimei casute ocupate din linia (coloana) de la a); ¢) se continua in mod
analog, alternativ, pana la epuizarea disponibilului si necesarului.

Exemplul 8.6.1. Sa se rezolve problema de transport cu capacitati limitate:

x11 + T12 + 213 + 214 = 150

To1 + Tz + T23 + Tog = 250

x31 + w32 + w33 + T34 = 210

T11 + 221 + 31 = 100

T11 + w21 + w32 = 160

T11 + T2z + w33 = 190

r11 + Tog + T34 — 160

z; > 0,0=1,2,3515=1,2,3,4

T12 S 80,.’1?23 S 1707.’)331 S 80,1‘32 S 120

(min)f =3x11 + 12212 + 5213 + 914 + 22201 + 13200+
+5x93 + 6294 + 31 + 7232 + 833 + 187134.
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Vom determina o solutie initiald folosind metoda elementului minim.
Obtinem astfel Tabelul 8.6.2.

v =2 vo =13 v3=2>5 vy =06 Disponibil
3|2 12 | 13 5 916
ur =0 0 80| 0 150 0 150; 0
2 13 5 6
Us =0 5 o = oo | 250: 2205 200; 40; 0
1|80 7 8 1819
us =3 ) 20130 o 5 210; 120; 10
Necesar 100 160 190 160 610
20 40 180 0
0 0 30
0

Tabelul 8.6.2.

Se observa ca pentru solutia initiala avem 3+4 — 1 = 6 variabile de baza
(corespunzitoare la céisute ocupate cu valori nesubliniate).

Agadar, putem trece la verificarea optimalitatii. Calculam valorile duale
(marginale) si observam ci solutia nu este optimé deoarece pentru cisuta libera
(1,2) avem uq 4+ v2 = 13 > c¢12 = 12. Ciclul corespunzator acestei casute este
(1,2), (1,3), (2,3) si (2,2).

Marcdm cu + gi —. Valoarea minim& 6 = min{40, 150} = 40 ne permite
sa scriem solutia imbunatatita data in Tabelul 8.6.3.

v =2 vy = 12 v3 =295 vy =6 Disponibil
u =0 : 3 515(2) 40 : 110 - g 150
=0 | = 20 = 102 157)0 70 . 160 250
us =3 810 ; 1;0 i : 10 = ?) 210
Necesar 100 160 190 160 610

Tabelul 8.6.3.

Se observa ca noua solutie gasita este optimald deoarece pentru toate
casutele libere avem u; + v; < ¢y, iar pentru casutele ocupate cu valori sub-
liniate avem u; + v; > ¢;;. Avem

0 40 110 O

X=1|20 0 70 160
80 120 10 0
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cu
min f =12-404+5-1104+2-20+5-704+6-160+1-180+7-1204+8-10 = 3380

Observatia 8.6.2 In procesul de imbundtatire a unei solutit putem avea
situatia in care u; +v; < ¢;; pentru toate casutele libere si sa existe o casuta
ocupatd (r,s) cu valoare subliniatd pentru care u, + vs < Cps. In acest caz se
continud procesul de imbundtatire formand un ciclu cu varf negativ in casuta
(r,s) (ocupatd cu valoarea subliniatd).

8.7 Probleme

1. Se considera depozitele Dy si Do, care au cantitatile disponibile a1 =
50 unitati si respectiv as = 35 unitati. Acestea sunt solicitate de trei centre de
consum C4, Cy si C3 1n cantitatile by = 15 unitati, bo = 45 unitati si respectiv
bs = 25 unitati. Cunoscand costurile unitare de transport 5, 3, 2 respectiv 3,2, 4
unitati monetare, de la primul, respectiv al doilea depozit, la primul, al doilea,
respectiv al treilea centru de consum.

a) s se scrie modelul matematic al problemei de transport, cand se
urmareste minimizarea costului total;

b) sd se stabileascid céte o solutie initiald, utilizind fiecare din cele trei
metode, pentru problema de transport data,;

¢) si se afle solutiile optimale, plecind de la fiecare din solutiile initiale aflate
la b).

2. Sa se rezolve problema de transport data prin modelul matematic:

Z11 + %12 + 213 + 214 = 10
Z21 + T2z + T2z + w2q = 15
T31 + T32 + 33 + T34 = 25
11+ T21 +x31 =5

T12 + X22 + 232 = 10

213 + T23 + w33 = 20

214 + Tog + 234 = 15

r; >0, i=1,3,j=14
(HllIl)f = 8$11 + 31‘12 =+ 51’13 =+ 25814 + 41’21 =+ I22+
+6£L’23 + 7.’E24 + x31 + 9.’E32 + 4£C33 + 3%34.
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3. Sa se rezolve problema de transport:

11 + 212 + 213 =10

T21 + Taz + x23 = 20

Z31 + 32 + w33 = 30

11 + x21 + 231 = 50

T12 + Tog +X32 =5

13 + 23 + X33 =5
xijzo, i=1,3,j21,73

(mln)f = 4%11 + 3{E12 + Z13 + 2%21 + 41’22 + 5$23 + 21’32 + 61‘33.

4. In patru intreprinderi Iy, I, I3, I4 se produce acelagi produs in
cantitati egale cu 14, 18,25 gi 16 unitdti. Acest produs trebuie transportat la
sase centre de consum C7, Cy, Cs, C4, C5 si Cg, care au nevoie respectiv de
cantitatile 17,20, 11, 14,24 si 9 unitati. Costurile de transport pe unitatea de
produs intre diferitele Intreprinderi I;, i = 1,4 si diferitele centre de consum
Cj,j= 1,6, sunt date in tabelul de mai jos.

D; \ Cj 4 Cy 03 Cy 05 06
Dy 5 4 4 4 ) 2
Do 6 4 3 4 2 3
D3 2 4 5 4 4 )
Dy 3 2 6 4 3 4

a) si se determine un plan optim de transport, care si asigure o cantitate de
produs cat mai mare transportata, cu un cost total de transport minim.

b) si se interpreteze economic solutia optima gasita.

c¢) s se precizeze dacd problema are solutie unica, in caz contrar sa se de-
termine toate solutiile optime.

5. Patru muncitori, notati cu Ay, Ao, Az si Ay, trebuie sa fie repartizati
pe unele din cele cinci magini ale unei intreprinderi, masini notate cu My, M,
Ms, M, si M5, astfel incat sa nu lucreze mai multi muncitori pe aceeagi masina
i nici un muncitor pe mai multe magini.

In tabelul aliturat se di numérul de rezultate in medie prin lucrul
fiecarui muncitor la fiecare magina, la 1000 de piese lucrate.

A, \ M; | My | My | My | My | M;
A, 3 2 | 1| 3] 2
A; 4 22 3] 2
As 3 1| 3| 4] 1
A, 3 3] 3| 3|1
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Sa se determine o repartitie a celor patru muncitori, astfel incat procen-
tajul mediu de rebuturi, pe intreaga intreprindere, si fie minim.
6. Sa se rezolve problema de transport cu capacitati limitate.

211 + %12 + 213 + 214 = 200

T21 + T2z + T2z + w2q = 350

Z31 + T32 + X33 + x34 = 250

x11 + X291 + 31 = 150

T12 + To2 + 232 = 210

T13 + To3 + x33 = 230

14 + To4 + T34 = 210

r; >0, 1=1,3,j=14

z12 < 90,223 < 190,31 < 90, 232 < 130

(min) f = bx11 + 13x12 + Tx13 + 10214 + 4291 + 14299 + Txo3 + Txog + 3T31+
49232 + 9233 + 18x34.

7. Sa se rezolve problema de transport data prin tabelul

Di \ Cj Cl CQ 03 04 Disponibil
Dy 3 4 2 2 1
Dy 3 2 5 2 93
Ds 4 3 4 2 98
Necesar 8 13 28 13

8. Sa se rezolve problema cu capacitati limitate data prin tabelul

D; \ C; Cy Oy Cs Cy Disponibil
D, 2 830 5 4 200
Do 0 o 1:3 0 2 400
Ds 8 910 4 3 190
Necesar 210 160 310 110
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9. Sa se afle solutia generalda pentru problema de transport data prin
tabelul

Di \ Cj Cl CQ Cg 04 DiSpOHibﬂ
Dy 3 2 2 4 -
D, 1 2 3 4 18
Dy 3 5 2 1 93
Necesar 56 31 21 16

10. Sa se afle solutia generalda pentru problema de transport data prin
tabelul

Di \ Cj Ol OQ 03 04 05 Disponibil
Dy 4 5 3 12 11 10
Dy 7 6 13 11 6 20
Ds 6 9 10 7 14 16
D, 11 12 14 6 8 5
Necesar 23 8 6 12 2

11. Sa se rezolve problema de transport data prin tabelul

D; \ C; Ch Co Cs Disponibil
D1 é 160 ;8 40
D i 110 220 10
Ds ; 170 250 30
Necesar 20 30 60
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12. Sa se rezolve problema de transport data prin tabelul

Di \ Cj Cl 02 03 DiSpOnibﬂ
Dy 4 2 6 60
D, 1 3 2 40
D, 6 6 3 80
Necesar 50 50 50
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8.8 Testul Nr. 7 de verificare a cunostintelor

1.

2

3.

Precizati notiunea de problema de transport.
Precizati etapele generale ale rezolvarii unei probleme de transport.

a) Precizati metoda coltiului Nord-Vest pentru determinarea unei
solutii initiale a unei probleme de transport;

b) Precizati metoda elementului maxim pentru determinarea unei
solutii initiale a unei probleme de transport;

¢) Prezentati metoda diferentelor maxime pentru determinarea unei
solutii initiale a unei probleme de transport.

a) In ce constd imbunatatirea unei solutii a unei probleme de transport?

b) precizati algoritmul distributiv (algoritmul potentialelor) pentru de-
terminarea solutiei optime a unei probleme de transport.

Se considera doi furnizori F; si F5, care au cantitatile disponibile a; =
40 unitati i respectiv as = 25 unitati. Acestea sunt solicitate de trei
beneficiari By, By, Bs in cantitatile by = 10 unitati, by = 35 unitati si
b3 = 20 unitati. Cunoscand costurile unitare de transport c11 = 4, c13 =
2, c13 = 1, respectiv co1 = 2, ca2 = 1, co3 = 3 unitati monetare, sa se
scrie modelul matematic gi sa se determine o solutie initiala a problemei
de transport considerate.

Considerand problema de transport prezentatd in enuntul problemei
precedente (inclusiv solutia initiald determinatd) s& se giseasca valorile
marginale si sa se verifice conditiile de optimalitate.

Considerand probleme de transport prezentate in enuntul problemei 8,
sa se determine o solutie initiala folosind metoda coltului nord-vest, iar
apoi sa se utilizeze algoritmul distributiv pentru imbunéatatirea acesteia
si rezolvarea completa a problemei respective.

Sa se rezolve problema de transport:

z11 + x12 + w13 = 10
To1 + Tao + x93 = 20
x31 + T32 + w33 = 30
Z11 + x21 + 231 = 50
12 + Tz +X32 =5
213 + %23 + X33 =5
r; >0, i=1,3, j=1.3
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9. Presupunand ca la un moment dat in timpul rezolvarii unei probleme de
transport s-a ajuns la tabelul (situatie):

41 4 21 2 1]4
10 20 0
213 1)1 313
0 2 20

Sa se analizeze situatia data, apoi sa se incerce formarea ciclului casutei
(1, 3). Sa se rezolve situatia de degenerare aparuta.

10. Sa se rezolve problema de transport:

11 + 212 + 213 = 11

Z21 + X2 + Toz + woq = 17

231 + 32 + X33 + w34 = 14

T11 +T21 +x31 =5

T12 + X22 + 232 = 15

T3+ T3t w33 =17

Z14 + X24 + T34 = 15

Lij >0 ) i = ]-773 ) ] = m

f=4x11 4+ 2212 + 5213 + T14 + 6221 + Dxoo + 4xog + 4xog + 6231 + 8x32 + T33 + Hrzy4 — minim
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Capitolul 9

Indicatii si raspunsuri

Testul 1

2. Se obtine tabelul

plalp—q|(p—=gAp|F
010 1 0 1
01 1 0 1
1lo| o 0 1
1)1 1 1 1

Deci F' este o tautologie.

3. Folosind metoda tabelelor de adevar se obtine F' realizabila.

4. (Vo)F[z] <= F(a1) A ... N F(ap,) < F(a1) V...V F(a,) < (3z)F[z].
5. Se rezolva in mod similar cu problema precedenta.

6. Se presupune prin reducere la absurd ca (3) z € Ay, (V) k > 1. Folosind
definitia multimilor A;, Ag, ..., Ag, ... si relatia r1 <ro < ... <r, < ... de
deduce my > mg > ... > my > .... Utilizand faptul ca N are un cel mai
mic element se obtine o contradictie.

7. Se foloseste definitia notiunilor de functie periodica si de numar rational.

8. Se verifica reflexivitatea, simetria gi tranzitivitatea relatiei p. Daca se
fixeazd 21 € C cu |z1| = r atunci [21] = {(z,y) € R? ; 22 +¢* = r?},
adica un cerc cu centrul in origine.
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10.

Se solutioneaza in mod similar cu problema precedenta.

Se verifica reflexivitatea, antisimetria si tranzitivitatea relatiei definita in
enunt. Apoi se arata ca orice doud numere naturale pot fi comparate prin
relatia de ordine respectiva.

Testul 2

Se verifica conditiile prezentate in definitia notiunii de spatiu vectorial.

Se verifica conditiile de liniar independenta si sistem de generatori ale
sistemului de vectori B. Folosind relatiile gasite la verificarea conditiei de
sistem de generatori ale sistemului de vectori B se giseste tg = (—4,4,7).

Se obtine tabelul

U(z@) 1 2 2 1

Y3 (xs)
U(y,) 101 -1

(=1,0,1,—1).

[\
[\
[\

Deci U(yi) =

39
Se foloseste matricea de trecere si se obtine v(,,) = (27 ok 2).
Se verifica conditiile impuse asupra aplicatiei d in definitiea notiunii de
metrica.

Se verifica conditiile din definitia notiunii de produs scalar.

Se foloseste definitia normei induse de produsul scalar si proprietatile

produsului scalar (||z]| = /< z,z>).

Se foloseste definitia normei induse de produsul scalar (||z|| = /< x,z >)
si se verifica conditiile din definitia notiunii de norma. Remarcam
ca folosim gi inegalitatea Cauchy-Baniakowski-Schwarz: < z,y ><

V<T, >\ /<y,y >,

Se aratd cé oricare ar fi z,y din [a,b] segmentul cu extremitatea initiala
in x si cea finald in y apartine tot lui [a, b].
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Testul 3

rangA =3

A=0

Daca m = —2 atunci sistemul este incompatibil.

Daca m = 2 atunci sistemul este compatibil nedeterminat cu solutia

r=2—-2a,y=ackR

Dacid m # +£2 atunci sistemul este compatibil determinat cu solutia

m+4 m?+2m — 1
TR e
Se obtine solutia z1 =4, o = =3, x3 = —2.
Se obtine solutia z1 =4, 22 =1, 3 = —1.
Se obtine solutia r1 =4, o = =3, x3 = —2.

A =222 — 9z + 6.
A=09.
A=09.

Testul 4

Se verificd conditia f(az + By) = a - f(x) + 8- f(y) (V) o,8 € Rsi
(V) z,y € R3.

Se solutioneaza analog cu problema precedenta.

Se obtin valorile caracteristici Ay = 1, Ay = 2, A3 = 3 si vectorii caracte-
ristice v] = (a,2a,a), a € R cu reprezentatul v; = (1,2,1); v4 = (a,a,0),
a € R cu reprezentantul vy = (1,1, 0); v5 = (a,2a,3a), a € R cu reprezen-
tantul v = (1,2, 2).

Se obtin valorile caracteristice Ay = —1, Ay = A3 = 1 si vectorii carac-
teristici v1 = (3,5,6), v2 = (2,1,0) i v3 = (—1,0,1). Apoi se arata
c& v1,v2,v3 sunt liniar independenti. Deoarece din R?® = 3 se obtine

-1 0 0
{v1,v2,v3} baza cautata iar matricea atagatd este 010
0 0 1
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10.

Se determina valorile caracteristice A\; = 3, Ao = A3 = 2, vectorii caracte-
ristici v1 = (2, =5, —6), v2 = (0,1,1), v3 = (1,1,0) care se aratd cd sunt
liniar indepedenti. Deci {v1,v2,v3} baza in R? si matricea transformarii

are forma diagonala

O O W
o NN O
N OO

Forma canonici este f(y) = y? — 3y3 + 3y3.

. T1+ T1— . .
Folosim transformarea: y; = L > 2, Yo = L 5 2, Y3 = x3 $i obtinem

fly) = y? —y2 +8y1y3 — 2y2y3. Apoi aplicand metoda lui Gauss obtinem
forma canonica:
f(z) =2} — 25 — 1522,

Avem Ag =1, A1 =1, Ay =2, Az =3, Ay = —20, deci forma canonica:
1 2 3
Fly) =y + 595 + 3U5 — 554

Analog cu solutia problemei precedente se obtine forma canonica:
1 1
fly) =yt —vs + 305 — Jui

Testul 5

Se palicd algoritmul Simplex si se obtine optimul finit tx = (0,4,0,2,7)
si min(f) =17.

Se aplica algoritmul simplex si se obtine solutia optima finita

86 29 82 759
t . oV 2d Os . . _ _ .
x = (12, 13’ 13,O,O,O> si min g 13 (de unde g f) si astfel
max f = 9

18

Se observa ci existd cinci solutii de tdiere pentru o bara: 1) se taie o
3
bucata de 8 m si alta de 5,25 m obtinandu-se degeu 0,75 = 1 m; 2) se

taie o bucata de 8 m si doud buciti de 2,5 m obtinAndu-se degeu 1 m; 3)
se taie doud bucati de 5,25 m gi una de 2,5 m obtinandu-se degeu 1 m; 4)
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se taie o bucata de 5,25 si trei de 2,5 m obtinandu-se degeu 1,25 =

6
5) se taie cinci bucati de 2,5 m obtinandu-se degeu de 1,5 = 1 m.

Notand cu z;, i = 1,5 numarul de bare planificate a se tiia in modul ”i”

obtinem problema de programare liniara

1
(min) f = 1(3171 + 4xo + dx3 + by + 625)

T, 4+ 2 = 500

T 4 2x3 + x4 = 800
2I2+I3+31‘4+5(E5 =450
2, >0, i=T1,5.

Pentru a ugura calculele se va folosi functia obiectiv f; = 3x1+4xo+4x3+
5x4 + 6x5. Se aplica algoritmul Simplex si se obtin solutiile optime ‘z; =
(500, 0,150, 0, 60), ‘zs = (500,0,90,120,0), ‘z3 = (380,120,210,0,0),
deci in final min(f;) = 2460(m) = min(f) = 615(m) cu ‘(z) =
a'tz1+6'tx2+7'tx3 cu aaﬂa’ye [Oal]a Oé+6+’)/: 1.

5. Se aplica algoritmul Simplex pentru functia obiectiv g = — f si se obtine
optim infinit: 29 = M > 0 (foarte mare), z; = 10’ r3 = 3 + 5 - M,

2 1 128 4 128 4
I4:T5 gM,mln(g):fﬁng,deundemaX(f):EJrgM

6. Se plica algoritmul Simplex si se obtin solutii multiple gi anume:
15 5 13 1
cua,B€10,1], a+ 8 =1 gl min(g) = —23, deci max(f) = 23.
7 Se introduc variabilele ecart x5 si xg obtinem forma canonica
(min) f(z) = 41 + 8x2 — 223 + 24
x1+ T+ x4 =2
x1 +2rx94+2x3+25 =5
To + a3 —Tg =3
T > 0 s 1= 1,76
Se aplici algoritmul Simplex si se obtine optimul finit 2z = (0,0, 5, 2,0, 0),
adicd 1 =0, 2 =0, 3 = 5, x4 = 2 gl min(f) = —8.
8. Se obtine forma canonica:
(min)g(z) = —3x1 + 3zo — 423
T1 — 29 —x3+T4 =28

T —To+T3—T5 =1
x; >0, i=1,5.
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10.

3.

Avem duala:
(min)g(y) = 4y1 + 3y2 + 5y3
y1 — 2y2 + 3y > —1
y1+y2—ys>1
Yi >0 ) i= 17 3.

Forma canonica a acestei probleme de programare liniara este:

(min)g(y) = 4y1 + 3y2 + 5y3
Y1 —2y2 +3yz —ya = —1
Yy1+y2—ys—ys =1

y; >0, =15

Se aplica algoritmul Simplex si se obtine solutia optima finita

1 2 10 10
by = (37 3,0) i min(g) = 3 = maxf = 3 Se poate obtine si solutia
1 11
problemei initiale: ‘z = (3, 3).

Duala problemei considerate este:

(mln)f(x) =4z + 229 + 73
221 +x2+ 23 =06
T+ 2x9 — 223 = 8
z; >0, +=1,3.

Se aplica algoritmul simplex si se obtine solutia optima finita tz = (0,5, 1)
gi min(f) = 11 = max(g) = 11.

Testul 6

Drumul minim este [z1, T2, 24, x5] i are lungimea 6.

4. Se obtin matricile:

L T To T3 T4 5
T 0 12 0 Tr1x4 | X175
i) 0 0 ToX3 0 ToX5
I3 r3x1 0 0 0 0
Ty 0 0 T4T3 0 T4Ts
5 0 0 0 0 0
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L* X X2 T3 T4 Is5
T 0 X1 0 T T
) 0 0 T2 0 )
T3 I3 0 0 0 0
T4 0 0 T4 0 T4
zs | O 0 0 0 0
L2 =L*-L T xT9 I3 T4 T5
T 0 0 T1X2X3 0 T1X2Ts
T1T4T3 L1475
T2 ToX3X1 0 0 0 0
I3 0 T3X1T2 0 X3L1T4 I3X1Ts
Ty T4T3T1 0 0 0 0
5 0 0 0 0 0
L3 =L*- L2 T €T9 T3 T4 Is
1 0 0 0 0 0
T 0 0 0 ToX3T1T4 ToX3T1T5
T3 0 0 0 0 T3T1T2Ts5
LT3L1T4T5
T4 0 | xgxzz120 | O 0 T4T3T1 L5
5 0 0 0 0 0

5. Drumul de lungime maxima este [x1, xo, x4, T5, T3, T7, T8, T11, 13, T14] Sl

lmax = 48.
6. Se obtine lj)i,, (1 — x7) = 17 si drumul minim [z, 3, z¢, 7).

7. Se obtine lmax(x1 — x7) = 28 i dmax(x1 — x7) = [x1, x4, T3, T5, T6, T7)-
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8. Se obtine tabelul final:

i _] lL] ti tj S U Mij
1 2 2 0 2 2 0 0
213|192 ]16]16 5 5
2145|277 0 0
216|325 12 0 7
3| 7| 41]16]20 20 0 0
4 5 T 7| 1414 0 0
5 | 3 |2 |14]16 |16 0 0
5 | 8|5 (1413030 11 11
6 7|8 5 |20 ] 20 7 7
7| 8 | 10|20 30130 0 0
7191911202935 0 5
711019 2029 34 0 5
8 |11 | 8 | 30| 38|38 0 0
9 |13 | 10|29 | 45 | 45 6 6
101121 5 | 29|38 |39| 4 5
11 [ 13| 7 | 38| 45 | 45 0 0
12 | 13| 6 | 38 | 45 | 45 1 1
13114 | 3 | 45| 48 | 48 0 0

9. Se vor marca in ordine x3,x4,Ts5, T2, 1 si astfel se deduce ca avem un
graf fara circuite.

10. matricea booleana asociata este:

01 1 0 1 0
0O 0 0 0 1 o0
1 0 01 0 O
01 0 0 1 1
0 01 0 0 1
0O 0 0 0 0 o0
Testul 7

5. Noténd cu z;; cantitatea ce se va transporta de la furnizorul F; (i = 1,2)

231



la beneficiarul B; (j = 1, 3) se obtine modelul matematic:

T12 +T12 + 713 =40

T21 + T2z + T23 = 25

11 -+ To1 = 10

X192 + Tog = 35

T13 + x23 = 20

z; >0, i=1,2, j=13

f=4w11 + 2212 + 13 + 2721 + w22 + 3723 — min

Apoi folosind metoda diferentelor maxime obtinem solutia initiald: x1; =
0, T12 = 207 r13 = 20, To1 = ].07 Tog — 157 Io3 = 0 §i f = 95.

. Se obtine:
111:3 1)2—2 1}3—1
w =0 413 21 2 1|1
0 20 20
o — —1 2| 2 1] 1 310
2T 10 15 0

deci toate conditiile de optimizare sunt verificate si astfel solutia

0 20 20 -
X<10 15 0 )cuf95esteopt1ma.

. Se obtine solutia initiala:

4 2 1
10 30 0

0 ) 20

Folosind valorile marginale se deduce ca solutia nu este optima.
Aplicand mai departe algoritmul distributiv se obtine solutia optima

0 20 20
X<10 50 )cufmin95.

. Folosind metoda diferentelor maxime se obtine solutia initiala

0 5 5
X=1| 20 0 0 |. La aplicarea algoritmului distributiv se ajunge la
30 0 0

degenerare gi se va introduce un zero esential. In final se deduce ca solutia
initiala va fi optima si se calculeaza )3, = 90.

. Se rezolva situatia de degenerare prin introducerea unui zero esential in
cdsuta (1, 2).
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10. Folosind metoda diferentelor maxime se obtine solutia initiala

0 0 0 11
X=(0 15 0 2 cu f = 141. Aceasta va fi optimi, dar in
5 0 7 2

casuta liberda (1, 2) avem conditia de optimalitate verificata cu egali-
tate. Formand ciclul casutei respective si verificand si conditia de opti-

0 11 0 O
malitate se deduce o noud solutie optima: X'=| 0 4 0 13 cu
5 0 7 2
fmin = 141. Deci avem solutia generala X = a-X'+3-Xcua,B€0,1]
sia+ =1
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