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Cuvant 1mnainte

Scopul celui de al doilea volum din trilogia Matematici
Aplicate in Economie este de a prezenta, intr-un ansamblu
bine inchegat, elementele de Analiza Matematica necesare
unui viitor specialist in studiul fenomenelor economice.

Conceptele Analizei Matematice, in general, sunt utile atat
in realizarea unor modele teoretice pentru fenomenele studi-
ate, cat si pentru studiul profund al unor precese de calcul.
Analiza Matematica, prin conceptele sale puternice de limita,
continuitate, derivabilitate gi integrabilitate, are o contributie
deosebita in studiul sistematic al variatiei unor structuri.

In aceastd lucrare am selectat cateva capitole de Analiza
Matematica, care contin rezultatele fundamentale, insotite de
aplicatii, in special din domeniul economic, pe care le-am con-
siderat semnificative.

Ca gi in primul volum, din punct de vedere didactic, am
incercat sa realizam jonctiunea cu cunostintele de analiza
matematica acumulate in liceu. Cititorii, parcurgandu-le, isi
pot, cu un efort minim, reinprospata cunostintele.

Majoritatea rezultatelor sunt insotite de exemple, care con-
tribuie la intelegerea si aprofundarea cunostintelor.

Cartea se adreseaza studentilor de la specializarile eco-
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nomice si tehnice, cat si specialistilor care utilizeaza concepte
de Analiza Matematica.

Un cuvant de multumire pentru cei doi referenti stiintifici
si pentru toti cei care au contribuit la aparitia acestei carti.

Sibiu, decembrie 2002

Autorii



Capitolul 1
Siruri

7 Nu ne informam pur si simplu, ci ne convingem,
dupa cum nu ne instruim ci invatam ”
(Mircea Malita)

In acest capitol vor fi reluate cunostintele esentiale de-
spre siruri de numere reale presupuse cunoscute din liceu, care,
apoi, vor fi completate cu cateva notiuni si rezultate noi si cu
studiul sirurilor pe spatii metrice, cu particularizari in spatiile
R™, m > 1.

1.1 Siruri de numere reale

Acest paragraf este consacrat recapitularii notiunilor
principale despre siruri de numere reale si completarii lor cu
cateva notiuni si rezultate necesare in expunerile ulterioare.

Definitia 1.1.1 Se numeste sir de numere reale sau sir
numeric o functie f : N, - R, unde N, = {p,p+ 1,p +
2,...}, p fiind un numar natural.

Scriind f(n) = an, sirul se noteaza prin (a,)n>, sau
{an}n>p- In mod uzual se ia p = 1 sau, uneori, p = 0. Pen-
tru comoditate, fara a restrange generalitatea, vom considera
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sirurile (ay,),>1, scriind simplu (a,); a, se va numi termenul
general al girului.

Un sir poate fi dat prin termenul general, enumerand
termenii girului sau printr-o formula de recurenta.

Definitia 1.1.2 Un gir de numere reale (a,) este marginit
superior (magjorat) daca multimea termenilor sdai este ma-
jorata.

Altfel spus, sirul numeric (a,) este majorat daca exista
numarul real 4 asa incat a, < g, n=1,2,3,....

Definitia 1.1.3 Un sir de numere reale (a,) este marginit
inferior (minorat) daca mulfimea termenilor sdi este mi-
norata.

Cu alte cuvinte, girul numeric (a,) este minorat daca
exista numarul real agsa incat a < a,, n=1,2,3,....

Definitia 1.1.4 Spunem ca sirul numeric (a,) este
marginit daca simultan este majorat si minorat, adica
daca exista numerele reale a i 3 asa incat o < a, < (3,

n=1,273,....

Deoarece orice interval [« ] este inclus intr-un interval
simetric fata de 0 de forma [—M, M|, cu M > 0, putem afirma
ca girul (a,) este marginit daca gi numai daca exista un numar
real M > 0 asa incat sa avem

la,| <M, n=1,2,3,....

Definitia 1.1.5 Sirul numerelor (a,) este nemadrginit daca
nu este marginit, adica daca in afara oricarui interval
marginit exista cel putin un termen al sirulu.

Exemple:

1.1.1 Sirul a,, = 2+ (—1)" este marginit deoarece |a,| < 3,
(V)n € N.
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1.1.2 Sirul a,, = 3" nu este marginit superior dar este marginit
inferior (a, > 1, (V)n € N).

1.1.3 Sirul a,, = —3™ nu este minorat, dar este majorat (a, <
0, (V)n € N).

1.1.4 Sirul a,, = (—1)™-2" nu este nici minorat gi nici majorat.

Definitia 1.1.6 Sirul (a,) este crescator  (strict
crescator) dacd a, < ani1, (respectiv a, < ani1) pen-
tru orice n € N*.

Definitia 1.1.7 Sirul (a,) este descrescator (strict de-
screscator) dacd a1 < a, (respectiv a,i1 < a,) pentru
orice n € N*.

Un gir crescator sau descrescator se numeste gir mono-
ton, iar un gir strict crescator sau strict descrescator se
numeste gir strict monoton.

Exemple:

. 2n —1 . N
1.1.5 Sirul a,, = este strict crescator.
n

: 2n+1 : <
1.1.6 Sirul a,, = este strict descrescator.
n

1.1.7 Sirul a,, = 2+ (—1)" nu este monoton.

Definitia 1.1.8 Fie (a,) un sir de numere reale, iar (ny) un
sir strict crescator de numere naturale. Sirul y,, = ay,, k € N,
se numeste subgir al sirului (a,).

Definitia 1.1.9 Sirul numeric (a,) are limita | € R daca
pentru orice numar real € > 0, exista un numar natural n.
astfel incat sa avem |a, — l| < e, pentru orice n natural,
n>n..
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Daca sirul (a,) are limita [ se scrie lim a, = [ sau

n—oo

a, — | pentru n — oo gi se mai spune ca (a,) este conver-
gentla [.

Geometric, faptul ca (a,) converge la | inseamna ca in
afara intervalului V(l,e) = (I — ¢,l + ¢) (numit vecinatate
de centru 1 si raza ¢) se afla un numar finit de termeni,
ai,as,...,a,_, iar interiorul lui V'(I,¢) se afla o infinitate de
termeni ai girului (fig.1.1.1).

Fig.1.1.1.
Rezulta ca orice gir numeric convergent este marginit.

Definitia 1.1.10 Sirul numeric (a,) are limita +oo daca
pentru orice numar real pozitiv E, exista ng € N asa incat
a, > E, pentru orrice n natural, n > ng.

Daca sirul (a,) are limita 400 inseamna ca in afara
intervalului V(oco) = (E,00) (numit vecindtate a lui +oo)
se afla un numar finit de termeni ay, as, .. ., a,, (fig.1.1.2).

Fig.1.1.2.

Definitia 1.1.11 Sirul numeric (a,) are limita —oo daca
pentru orice numar real negativ E, exista ng € N asa incat
a, < E, pentru orice n natural, n > ng.
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Daca sirul a,, are limita —oo se scrie lim a,, = —o0 sau

n—oo
a, — —o0 pentru n — oo.

Geometric, faptul ca sgirul (a,) are limita —oo

inseamna ca in afara intervalului V(—oo) = (—o0,F)
(numit vecindtate a lui —oo) se afla un numar finit de
termeni ai sirului: a1, aq, ..., a,, (fig.1.1.3).

Fig.1.1.3.

Daca un sir de numere reale are limita +o00 sau —oo
se mai zice ca are limita infinita. Un sir de numere reale
care are limita infinita sau nu are limita se spune ca este
divergent.

Propozitia 1.1.1 Daca un sir de numere reale are limita,
finita sau infinita, atunci ea este unica.

Veridicitatea acestei propozitii rezulta prin reducere la
absurd si folosind definitia limitei unui sir.

Teorema 1.1.1 Daca (ay) si (by,) sunt siruri de numere reale
astfel incat lim a,, = ly, lim b, = Iy, [y $i ly finite sau infi-

n—oo n—oo

nite, iar a, < b, pentru n natural, n > ng, atunci l; < ls.

Demonstratie. Vom demonstra numai in cazul [; si [ finite.
In celelalte situatii demonstratia este analoaga.

Presupunem ca [; > l;. Putem alege ¢ > 0 asa incat
Iy —e > Iy +¢e > ls. Atunci exista ny. € N aga incat daca
n > ny. sa avem |a, — 1| < € adica € < a, — [} < €, de unde
ap >l —e > Iy +¢e. Din lim b, = [y rezulta ca exista no.

n—oo

sa avem |b, — l3] < &, de unde b,, < ly + e. Acum, deducem
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ca pentru n > max{ng, nic, noc } are loc inegalitatea a, > by,
ceea ce contrazice ipoteza. Asadar, [} < 5.

Utilizand aceasta teorema, se deduce valabilitatea
urmatoarelor criterii de comparatie, utile in aflarea limitelor
de giruri.

Propozitia 1.1.2 (Criteriul majorarii pentru limita
finitd). Daca pentru sirul de numere reale (ay,) existd un
numar real | gi un gir numeric (b,), cu lim b, = 0, astfel

incat |a, — 1| < by, atunci lim a, = 1.

Observatia 1.1.1 In practica, cea mai intalnita situatie este

Un = TpYn, cu (x,) sir marginit gi (y,) un sir convergent la
zero.

1
Exemplul 1.1.8. Sirul a, = —sin—, n € N* are limita 0
n

<1

sin —
n

1 .
deoarece lim — = 0 si
n—oo N

Propozitia 1.1.3 (Criteriul minorarii pentru limita

+00). Daca pentru girul de numere reale (a,) exista sirul

numeric (b,), cu lim b, = 400, gi numdrul natural ny asa
n—oo

incat a, > b,, pentru orice n > ng, atunci lim a, = 4+0o0.

n—oo

Exemplul 1.1.9. Sirul a,, = V1 +22+334...+n", n €
N*  are limita +oo deoarece a, > /n" = n, pentru orice
n € N si lim a, = +o0.

Propozitia 1.1.4 (Criteriul majorarii pentru limita
—00). Daca pentru sirul numeric (a,) exista sirul de numere

reale (b,), cu lim b, = —o0, si numdrul natural ng, asa incat
n—oo
a, < b,, pentru orice n > ng, atunci lim a, = —o0.
n—oo
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Propozitia 1.1.5 (Criteriul incadrarii unui sir intre
doua sgiruri care au aceeasi limita sau criteriul
clestelui).

Daca pentru girul numeric (a,,) exista sirurile (by,) si (cp)
de numere reale asa incat b, < a, < ¢, pentru n > nyg,
ng € N, cu lim b, = lim ¢, = [, atunci sirul (a,) are limita

st lim a, = (.
Exemplul 1.1.10. Pentru sirul
1 n 1 - 1
V83 +n—+1 V8nd+2n+2 V8P +n2+n

n € N*, avem

Ay =

n n . %
. < Gy < ==, pentru orice n € N*.
&n3 +n3+n 3 +n+1
Cum

. n . n
lim

- = lim ——
n—oo {/8n3 +n2+mn  n—o/8nd4+n+1

deducem ca

1
9’

lim a, = =
n—oo

Propozitia 1.1.6 Fie (a,) si (b,) siruri de numere reale cu
lim a, =1l; si lim b, = I, 1 st [y finite sau infinite. Daca

n—oo

l1 + ls are sens, atunci lim (a, + b,) = lim a, + lim b, =

L + 1.

Demonstratie. Sa consideram cazul [y si [, finite. Pentru
orice € > 0 exista numerele naturale ni. si no. asa incat

€ :
lan, — 11| < o1 pentru orice n natural n > n;.

si
& .
|b, — lo] < Y pentru orice n natural n > n,
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Fie n. = max{ni., no.}. Atunci, pentru orice n natural
n > n., avem, in conformitate cu cele doua inegalitati:
€
2

(an + bn) — (I +12)| < |an — 11| + [by — Is] < §+ —e,

ceea ce ne arata ca

llm (an + bn) = ll + lg.

n—oo

In mod analog se demonstreaza ca: daca [ = +o0o si
Iy finit, atunci l; + I, = +o00; daca [} = +o0 si Iy = 400,

atunci [y + [ = +o00, iar daca [; = —o0 §i [, = —00, atunci
l1 + lg = —OQ.
Observatia 1.1.2 Pentru [y, = +oo §i ly, = —o0 operatia

l1 + Iy este fara sens (numit i caz de exceptie sau caz de
nedeterminare) deoarece in acest caz nu se poate preciza de la
inceput valoarea lui ly + lo, aceasta putand sa fie orice numar
real, +00, —00 sau sa nu existe, in functie de (ay) si (b,).

Observatia 1.1.3 Afirmatiile din Propozitia 1.1.6 raman
valabile si pentru un numar finit de termeni independent de
n.

Astfel, putem scrie

1 2 k
lim (— + -4+ —) = 0 (k independent de n)

n—oo \ N n n

dar nu putem scrie

1 2
lim <—+—+...+@>=0+...+0:0
n

n—o00 n n T
Corect, avem
. 1 2 n o 1+24...4+n
Im |[—-+—+4+...+—] = lim =
n—oo \ N N n n—00 n



1 1
= lim —n(n+ ) = lim nt
n—oo 2n n—oo 2

= OQ.

Propozitia 1.1.7 Fie (a,) si (b,) doua siruri de numere
reale cu lim a, = l; si lim b, = ly. Daca l; - Iy are sens,

n—oo n—oo
atunci lim (a,b,) = lim a, - im b, =13 - l5.
n—oo n—oo n—oo
Demonstratie. Sa consideram [; si [y finite. Daca I, = 0,
atunci tinand seama ca a,, este marginit, pe baza Observatiei
1.1.1, gasim lim a,b, = 0.

n—00

Sa presupunem ca ly # 0. Cum (a,) este convergent,
pe de o parte este marginit, adica exista M > 0 asa incat
la,| < M, pentru orice n € N* iar pe de alta parte, pentru
orice € > 0 exista n;. € N asa incat

la, — 1| < ==, pentru orice n > ny.

2|l |

Din lim b, = [y rezulta ca pentru orice € > 0 exista

n—oo

n9: € N aga ca

€ .
——, pentru orice n > Noc.

2M

Considerand n. = max{n;., no. }, avem

|b, — lo] <

|anbn—l1l2\ = |anbn—anlg—|—anl2—lllg| = |an(bn—l2)+l2(an—ll)\ S

<lay,| b, —1 [ n— | < M- l g,
< lan| | 2| + |lo] |a 1] 2M+|2|2|l|
pentru orice n > n., adica lim (a,b,) = l1ls.

Analog se arata ca: daca [; finit si I, = 400, atunci
ly-ly = 400, dacaly > 0sgilils = —o0, dacal; < 0, daca [y finit
sily = —o0, atunci l1ly = —o0, daca l; > 0si l1l, = 400, daca
[y < 0; daca [ = 400 si s = —o0, atunci [1ly = —o0, daca
[ = 400 si Iy = 400, atunci [yl = +oo iar daca [ = —o0 si
lo = —00, atunci [1ly = +oc.
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Observatia 1.1.4 Pentru [y = 0 si ly = 400, operatia 1l
este fara sens.

Observatia 1.1.5 Cele afirmate la Observatia 1.1.83 raman
valabile si la produsul de siruri.

Propozitia 1.1.8 Fie (a,) un sir de numere reale cu

lim a, = (.
n—oo
. o | 1
i) Dacal € R*, atunci lim — = —;
n—00
. . 1
ii) Daca l = +o00 sau l = —o0, atunci lim — = 0;
n—00 (A,
iii) Daca | = 0 gi a, > 0 pentru toti n > ng, atunci
1
lim — = 400, tar daca a, < 0 pentru tott n > nyg,
n—00 an
1
atunci lim — = —oo0.
n—00 (y,

Demonstratie. i) Cum [ # 0 rezulta ca 1/a,, este definit cu
exceptia eventual, a unui numar finit de termeni.

Cum | |a,| — || | < |an, — |, Deducem ca lim |a,| = ||.
n—oo
l
Acum exista n; € N aga incat | |a,| — || | < |2—|, de unde

l
an| > |2—|, pentru orice n > nj.

Pentru orice € > 0 exista ny/. € N aga ca
11]2

la, — 1| < o pentru orice n > na..

Fie n. = max{ny, no. }; atunci

= =g,

1 1’_\%—[[ e 1 2
lanl L] 2 1] 1]

a, |
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. ) .1 1
pentru orice n > n.. Prin urmare, lim — = —.
n—0o0 Uy l

In mod analog se demonstreazii punctele ii) si iii) din
enuntul Propozitiei 1.1.8.

Observatia 1.1.6 Folosind Propozitiile 1.1.7 s1 1.1.8, acum,
putem preciza limita catului a doua sirurt. Daca lim a, = [y,

n—oo

hm b, = ly si l1/ls are sens (cazuri de exceptie sunt 0/0 gi
ioo/ + 00), atunci hm an /by = 11/1s.

Propozitia 1.1.9 Fie (a,) si (b,) douda siruri de numere
reale, a, > 0, pentru orice n € N*, hm a, =a §t lim b, = b.

n—oo

i) Dacd a € (0,00) si b € R, atunci lim a’" = a°;

ii) Daca a =0 gibe R —{0}, atunci

i gt — 0 , pentrub>0
| +oo |, pentru b < 0;

n—oo

it1) Daca a € (0,+00) si b= —+o00, atunci

n—oo

I b, J 00 , pentrua>1
% =1 0, pentruac (0,1);

i) Daca a € (0,+00) §i b= —o0, atunci

lim b — 0 , pentrua >1
nooo " | oo , pentrua € (0,1);

v) Dacd a =00 i b € (0,00), atunci

lim a,

n—oo

by _ ) TOO ., pentru b>0
0 , pentru b <0.
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In cazul ridicirii la putere avem cazurile de exceptii,
situatiile 0°, 0o si 1°°,

Pentru demonstratie acestei propozitii se poate consulta
cartea [16].

Propozitia 1.1.10 Sunt adevarate afirmatiile:

i) Orice gir de numere reale monoton §i marginit este con-
vergent;

i1) Orice sir numeric crescator §i nemarginit are limita 4+00;

iii) Orice gir numeric descrescator i nemdrginit are limita
—0Q.

Demonstratie.

i) Fie (a,) un sgir crescator §i marginit. Punem a =
sup{a, | n € N*}. Avem a, < «, pentru orice n € N*.
Deoarece a este majorant, pentru orice € > 0, exista
ne € N* aga incat a — € < a,, < a. Cum girul (a,) este
crescator, pentru orice n € N, n > n. varezulta a, > a,,.
Deci, « — e < a,. < a, < a, de unde |a,, — a| < € pentru
n > n., ceea ce ne arata ca lim a, = a.

n—oo

ii) Fie (a,) un gir numeric monoton crescator si nemarginit.
Atunci multimea termenilor girului este marginita infe-
rior de aq, dar nu este majorata. Rezulta ca, pentru orice
E > 0, exista un ng € N asa incat a,,, > E. Acum, pen-
trun € N, n > n., putem scrie a,, > a,_ > E, ceea ce ne
arata ca lim a, = +o0.

n—oo

iii) Se demonstreaza la fel ca ii).

Observatia 1.1.7 Propozifia 1.1.10 se poale enunia scurt:
orice sir monoton de numere reale are o limita in R = R U
{—00, 4+00}.
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Exemplul 1.1.11. Fie girul ¢, = (1 +1/n)", n € N*. Sa
aratam ca (e,) este convergent.
Sa pornim de la identitatea

VW—a"=0b—-a) "+ 0" a4 -+ b2+, (11)

care este valabila pentru orice a,b € R si orice k natural. Din
(1.1), pentru 0 < a < b, obtinem inegalitatea

V' < af + k(b —a)bt. (1.2)

Luandin (1.2) a = 14+1/(n+1),b=1+1/nsi k = n+1,
gasim

1 1 1
1 +—)e,= anrl < an+1 + Lbn = €nt1 + —€n,
n n(n+1) n

de unde rezulta e, < e,.1, ceea ce ne arata ca sirul (e,) este
strict crescator. Sa aratam ca sirul (e, ) este marginit superior.
Luamin (1.2) a=1,b=1+1/(2n) si k = n si obtinem

1+1 n<1+ 1 14—1 n71<1+1 1+1 '
o " on omn 2 o)

de unde gasim
1 n
1+—) <2

care conduce la ey, < 4. Deoarece (e,) este un sir strict
crescator, urmeaza ca e, < 4 pentru orice n € N*. Din
punctul i) al Propozitiei 1.1.10 deducem ca sgirul (e,) este
convergent. Limita sirului (e,) se noteaza cu e, care este un
numar des intalnit in matematica si stiinta. valoarea lui este
2,71828 . ...

Propozitia 1.1.11 (Lema lui Cesard). Orice sir marginit de
numere reale confine cel pulin un subsir convergent.
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Demonstratie. Fie (a,) un sir marginit de numere reale.
Consideram submultimile Ay = {ag,axs1,...}, k£ € N* i
notam cu by marginile lor superioare (acestea exista deoarece
multimea A; = {ay, as, ...} este marginita). Din Ay D Agi1,
rezulta by > by k € N*| si deci girul (b,) este descrescator.
Cum Aj, C Ay, pentru orice £ € N* gi A; marginita rezulta
ca sirul (bg) este marginit inferior. Rezulta ca sirul (by) este
convergent.

Daca pentru orice k € N* avem b, € Ag, atunci putem
lua by, = a,, cung > k. Din n; > k obtinem lim n; = oo,

n—oo

ceea ce ne aratd ca putem extrage un subgir (ny) strict
crescator de numere naturale, iar subgirul (a,, ) va fi un subsir
al sirului (a,), care are limita.

Acum, sa presupunem ca exista un indice i € N aga incat
b; ¢ A;. Din faptul ca b; este marginea superioara a multimii
A;, deducem ca pentru orice n € N* exista k, asa incat

by — — < ajry, < b;, adica putem scrie |a; 4k, — b;] < —. De
n n

aici, pe baza criteriului majorarii pentru limita finita, obtinem

lim a;4x, = b;. Sa aratam ca girul (k,) de numere naturale

n—oo

este nemarginit. Intr-adevar, daca ar exista un nq astfel ca
1

k,, = ky,, pentru toti n > ng, atunci am avea |a;4y,, —bi| < —
pentru toti n > ng, ceea ce ar Insemna ca aiyk,, = b; si
b; € A;, ceea ce ar constitui o contradictie. Prin urmare,
subsirul (a;;,) este un subsir convergent pentru sirul (a,).

Definitia 1.1.12 Un gir (a,) de numere reale se numeste gir
fundamental sau sir Cauchy daca pentru orice € > 0, exista
un numar natural n., astfel incat pentru orice n,m € N¥,
n>n., m>n. sa avem |a, — a,| <e.

Daca n = m, atunci conditia din definitia precedenta
este evident satisfacuta. De aceea, putem considera, fara a
restrange generalitatea, ca m > n, adica m = n + p, unde
p € N*. Atunci Definitia 1.1.12 se poate scrie sub forma
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echivalenta.

Definitia 1.1.13 Un gir (a,) numeric se numeste gir fun-
damental sau sir Cauchy daca, pentru orice € > 0, exista
un numar natural n. asa incat pentru orice n € N, n > n. i
orice p € N sa avem |ap4p — an| < €.

Propozitia 1.1.12 Orice gir fundamental de numere reale
este marginit

Demonstratie. Aplicam Definitia 1.1.12 pentru ¢ = 1.
Atunci exista n; € N aga incat pentru orice n,m € N, n > nyq,
m > ny, sa avem |a, — a,,| < 1. Acum, putem scrie

|n| = [an = any 11+ any 11| < |an—any 1] +lan, 1] < 1+ [an, 41
pentru orice n > ni. Daca punem o =
max{|ai|, |as|, ..., |an |, |1 + |an,41]}. atunci |a,| < «,

pentru orice n € N*, adica sirul (a,) este marginit.

Teorema 1.1.2 (Criteriul lui Cauchy). Un sir de numere
reale este convergent daca si numai daca este sir fundamental.

Demonstratie. Necesitatea. Fie (a,) un sir de nu-
mere convergent la [. Sa aratam ca este fundamental. Din
lim a, = [, rezulta ca pentru orice € > 0 exista n. € N asa

n—o0

Incat |a, — | < €/2 pentru orice n € N, n > n.. Atundi,
pentru orice n,m € N, m > n., n > n. avem
€

5~ ¢

3
lan — am| = |an =1+ 1—an| <l|a, =+ |a, —1] < 5t
ceea ce ne dovedeste ca (a,) este un gir fundamental.

Suficienta. Sa admitem ca (a,,) este un gir fundamental
si sa aratam ca exista [ € R aga incat lim a, = [. Sirul

n—oo

(a,) fiilnd fundamental, rezulta ca este marginit (Propozitia
.1.12). Atunci conform Lemei lui Cesaré (Propozitia 1.1.11),
sirul (a,) va contine un subsir (a,,) convergent; fie [ limita

>

23



sa. Deoarece a,, — [, pentru k — oo, rezulta ca pentru orice
e > 0 exista k. € N aga incat

lan, — 1| < g, pentru orice k € N, k > k.. (1.3)

Din faptul ca (a,) este sir fundamental avem ca exista
ni- € N aga incat

€ .
lan, — am| < 2 pentru orice n,m € N, n > ny., m > ny,.

Fie acum n. = max{k.,ni.} si luand k& > n. in (1.3),
obtinem:

£ €
lan—1| = |an—an, +an, —1| < |an—an,|+]|an, —1| < §+§ =e,
pentru orice n € N, n > n..
Prin urmare, sirul (a,) are limita [ € R, adica este con-
vergent.

Observatia 1.1.8 Criteriul lur Cauchy permite studierea
convergenter unut $ir fara sa cunoastem limita lui. Pentru
aceasta este suficient sa cercetam daca sirul este fundamen-
tal.

Exemplul 1.1.12. Sa aratam ca sirul

Ccos T . cos 2T T COS NI cR
a, = —— o . n :
3 32 2"
este sir Cauchy, deci convergent.
Avem
cosxT oS 2x cosnz cos(n+ 1)z cos(n + p)x
Unip = ——+ +... e
3 32 3n 3n+l 3n+p
cup e N~
Atunci
cos(n+ 1)x cos(n + p)x
|an+p—an|:T R T
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P 11 1-4 1 . 1
—3n+1+"'+3n+p_3n+1'1_%+2.3n 3 <2.3n'
Cum 1/2 - 3™ — 0, rezulta ca pentru orice € > 0 exista
n. € N aga incat 1/2 - 3" < ¢, pentru orice n € N, n > n..
Atunci, pentru orice n > n, si orice p € N*, avem |a,4,—a,| <
g, ceea ce ne asigura ca (a,) este gir Cauchy.
Exemplul 1.1.13. Sa aratam ca sirul
1 1
ap=1+=+...+=
2 n
nu este fundamental, deci nu este gir convergent.
Se observa ca avem

+ L + —i—l > ! -+ + 1 1 1
an_an:— - - —:’n-_:_’
2 n+1 n+2 on~ 2n on on 2
——
de n ori

ceea ce ne arata ca (a,) nu poate fi gir Cauchy.

Aplicatie economica. Dobanda compusa. Se in-
vesteste o suma S, data intr-o anumita unitate monetara, care
acumuleaza o dobanda compusa de r% anual.

Daca dobanda se adauga anual, atunci la sfarsirul
primului an vom avea suma

S1=S+rS=S51+r).
Dupa doi ani, vom avea suma
Sy = S(1+7)?,
iar dupa trecerea a k ani, suma acumulata va fi
Se=S(1+7r)k

Daca dobanda s-ar adauga de m ori pe an, atunci la
trecereea a k ani am avea suma

S =5 (1+ %)k"
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Se observa ca sirul (S, %) este crescator in raport cu n.
Apare intrebarea: daca n ar creste, adica adaugarea dobanzii
s-ar face cat mai des, valoarea sumei acumulate in cei k£ ani,
ar creste foarte mult?

Pentru a raspunde la intrebare sa calculam limita girului
(Spx) cand n — co. Avem

n

lim S, = lim S (1 + %)nk — S lim [(1 + %)

= nk
} = Se',
n—oo n—oo n—oo
ceea ce ne arata ca, practic, valoarea sumei finale depinde
de suma initiala S, dobanda anuala r si de numarul de ani
k, influenta desimii adaugarii dobanzii fiind de mai mica
importanta.

De exemplu, dacd am depune o suma S = 1$ cu
dobanda compusa anuala de 1% pe o perioada de 1 an, oricat
de des am adauga dobanda, valoarea sumei acumulate la
sfargirul anului ar oscila in jurul lui e = 2,71828...8. (v. [2],
[14], [23]).

1.2 Siruri in spatii metrice

In acest paragraf ne vom ocupa cu studiul sirurilor cu valori
in spatii metrice, particularizarea lor in spatiile R si principiul
contractiei.

Definitia 1.2.1 Se numeste sir de puncte in spatiul metric
(X,d) o aplicatie a mulfimii N* = {1,2,...,n,...} in X.

Pentru un astfel de sir folosim notatia (x,),>1 sau sim-
plu (x,) ca gi in cazul girurilor de numere reale.

Definitia 1.2.2 Sirul de puncte (x,,) din spatiul metric (X, d)
este convergent la x € X daca sirul de numere reale pozi-
tiwe (d(zn,x)) are limita zero.
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Ca si la sirurile reale folosim notatia lim x,, = x sau

n—oo
Altfel spus, sirul z, — x (n — o0) In spatiul metric
(X,d) daca pentru orice ¢ > 0, exista n. € N, astfel incat
d(x,,x) < e daca n > n..

Propozitia 1.2.1 Daca sirul de numere ((z,,) din (X, d) este
convergent in spatiul metric (X,d), atunci limita lui este
unica.

Demonstratie. Fie lim z, = x si lim z, = y. Din
Definitia 1.2.2 avem lim d(z,,z) = 0 si lim d(z,,y) = 0.

Atunci din d(z,y) < d(z,z,) + d(z,,y) avem d(z,y)
lim d(z,,x)+ lim d(z,,y) = 0, de unde deducem ca d(x, y)
0. Deci avem x = y.

Definitia 1.2.3 Sirul de puncte (x,,) din spatiul metric (X, d)
este marginit daca exista xo € X st M > 0 asa incat
d(xp, x0) < M, pentru orice n € N*.

A

Propozitia 1.2.2 Orice sir convergent de puncte din spatiul
metric (X,d) este marginit.

Demonstratie. Fie lim x, = x; pentru ¢ = 1 exista ny €

n—oo

N asa incat d(z,,z) < 1, oricare ar fi n > n;. Punand M =
max{d(x1,x),d(zs,x),...,d(xn,,x),1}, avem d(x,,x) < M,
pentru orice n € N*, ceea ce ne arata ca sirul de puncte (z,,)
este marginit in (X, d).

Definitia 1.2.4 Sirul de puncte (y,) din spatiul (X,d) este
subgir al sirului de puncte (z,) din (X,d) daca exista un gir
(kn)n>1 de numere naturale, strict crescator, asa incat y, =
Tk, -

Propozitia 1.2.3 Daca sirul de puncte (x,) este convergent
la x in (X,d), atunci orice subsir al siu are de asemenea
limita x.
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Demonstratie.  Valabilitatea propozitiei rezulta din
Propozitia 1.1.11, de la sgiruri de numere reale deoarece daca
(yn) este un subsir al girului de puncte (z,,), atunci sirul real
(d(yn, z)) este subsir al sirului numeric (d(z,, z)).

Propozitia 1.2.4 (Criteriul majorarii).  Daca pentru
sirul de puncte (x,) din (X,d) ezista x € X si girul (ay,)
de numere reale asa ca d(z,, ) < |a,| si lim a, = 0, atunci

(x,) este convergent i 71113010 T, = .

Demonstratia se obtine folosind criteriul majorarii de la
siruri de numere reale si Definitia 1.2.2.

Definitia 1.2.5 Sirul de puncte (x,) din (X,d) se numegte
sir fundamental sau sir Cauchy daca pentru orice € > 0
erista n. € N asa incat pentru orice n,m € N, n > n,,
m > ne, sa avem d(Tp,, T,) < €.

Daca in Definitia 1.2.5 luam m = n + p, p € N*, atunci
obtinem formularea echivalenta: sirul (z,) din (X,d) este
fundamental daca, pentru orice ¢ > 0 si orice p € N* ex-
ista n. € N astfel incat, pentru orice n € N, n > n., avem
d(Tpgp, Tn) < €.

Propozitia 1.2.5 Orice sir fundamental in spafiul metric
(X,d) este marginit.

Demonstratie. Fie (z,,) un sir Cauchy in (X, d). Pentru
e = 1 exista n; € N asa incat, pentru orice n,m € N, n > nyq,
m > ny, sa avem d(x,,x,,) < 1. Daca punem

M = max{1,d(x1, Tn, 1), d(T2, Tp,12), -, d(Tpy, Tnya1)}

atunci d(x,, Ty, +1) < M, pentru orice n € N*. Prin urmare,
sirul (y,) este marginit in (X, d).

Teorema 1.2.1 Orice gir convergent de puncte din (X,d)
este sir Cauchy in (X, d).
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Demonstratie. Fie (z,,) un sir convergent de puncte din
(X,d). Daca lim x, = z, x € X, atunci pentru orice ¢ > 0
n—oo

exista n. asa incat, oricare ar i n € N, n > n., sa avem
d(z,,z) < £/2. Cum pentru orice p € N* gi orice n € N,
n > n., avem §i d(z,4,, ) < €/2, putem scrie

Ad(Tpip, Tn) < d(Tpap, ) +d(z,2,) < /2+¢/2=¢,

pentru orice n > n.. De aici, rezulta ca sirul (x,) este sir
fundamental.

Reciproca Teoremei 1.2.1 nu este adevarata in orice
spatiu metric. A
Exemplul 1.2.1. In spatiul metric (R, | |), inzestrat cu met-
rica data de modul, sirul e,, = (1 + %)n, n € N* este conver-
gent (deci gi fundamental) si are limita e.

Spatiul metric (@, ]| |) este un subspatiu al lui (R, | |).
Proprietatea sirului (e,) de a fi fundamental se pastreaza si
in (Q,] |), dar el nu mai este convergent in (Q,| |) deoarece
numarul e € @ (e este numar irational).

Definitia 1.2.6 Spatiul metric (X,d) se numeste complet
daca orice gir fundamental din (X,d) este convergent in
(X, d).

Exemplul 1.2.2. Spatiul metric (R, | |) este complet pe
baza criteriului lui Cauchy (v. Teorema 1.1.2).

Definitia 1.2.7 Un spatiu vectorial normat si complet se
numeste spatiu Banach, iar un spatiu prehilbertian si com-
plet se numeste spatiu Hilbert.

Fie (X, d;), (Y,ds) doua spatii metrice si Z = X x Y
produsul cartezian al celor doua spatii metrice. Daca z; =
(x1,11), 22 = (w9, y2) sunt doua puncte din Z, atunci definim

A1, 22) = /& (1, 22) + Blyr. o).
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Propozitia 1.2.6 (Z,d) este un spatiu metric.

Demonstratie. Trebuie sa verificam pentru d axiomele
metricii.
1. Evident d(z1,22) > 0, oricare ar fi (21,20) € Z. Daca
d(z1,22) = 0, atunci dy (21, 22) = 0 si da(y1,y2) = 0, de unde
rezulta x1 = xq9, Yy = Yo, adica z; = 2.
2. d(z1, 22) = Vi (w1, x2) + d3 (Y1, ya) =
V&3 (w2, 71) + d3(ya, y1) = d(22,21), oricare ar fi 21,29 € Z.
3. Fie z3 = (3,y3) Inca un punct arbitrar din Z. Avem

d(z1, 22) = \/d%(ﬂfl, x2) + d3(y1, y2) <

< V(da(x1, m3) + di (23, 22))2 + (da(y1,y3) + da(ys, y2))? <

< \/d%(l"l, x3) + d3(y1, y3) + \/d%(ﬂﬂ&iﬁz) + d3(y3, y2) =

= d(z1,23) + d(z3, 22),

adica d verifica inegalitatea triunghiului.
Prin urmare (Z, d) este spatiu metric.

Observatia 1.2.1 Valabilitatea Propozitier 1.2.6 se poate ex-
tinde la produsul cartezian al unui numar finit de spatii me-
trice.

Teorema 1.2.2 Sirul z, = (x,,yn), n € N, din spatiul metric
(Z,d) este convergent catre z = (x,y) € Z dacd si numai
daca, lim z, =z g1 lim y, = y.

n—oo

Demonstratie. Fie lim z, = z, atunci, pentru orice ¢ >

n—oo

0, exista n. € N, aga incat, pentru orice n > n., sa avem
d(zp, z) < e. Cum

di(zy,x) < \/d%(xn,x) + d3(Yn,y) = d(2n,2) < €

30



si

Aot y) < \J (0, 2) + Blyn,y) = d(20.2) < e,

pentru orice n € N, n > n., deducem ca lim z, = x si
n—oo
lim y, =y, ceea ce trebuie demonstrat.
n—oo
Reciproc, daca lim z, = z i lim y, = y, atunci pentru
n—oo n—oo

orice ¢ > 0 exista ni. asa incat, pentru orice n > ni., sa
avem dy(z,, ) < £/v/2 si exista ny. astfel incat, pentru orice
n > ny., sa avem da(yn,y) < €/V2.

Cum, pentru orice n > n., n. = max{ni., ns.} avem

g2 g2

A(zn, 2) = i, ) + Blyn,y) < \[ 5 + 5 ==

rezulta lim z, = z.
n—oo

Din Teorema 1.2.2 rezulta ca putem scrie

lim (z,,y,) = (hm T, lim yn> .
Observatia 1.2.2 Rezultatul Teoremeir 1.2.2 ramane valabil
1 la produsul cartezian al unui numar finit de spatii metrice.

Corolarul 1.2.1 Un sir din spatiul R™ este convergent, daca
st numai daca, sirurile reale componente sunt convergente.

Valabilitatea corolarului rezulta din Teorema 1.2.1 si
faptul ca R™ este produsul cartezian al spatiului metric R,
repetat de m ori.

Exemplul 1.2.3. Si calculdm limita sirului din R?

1 3n? —n+1
n=1Yn,1+—-), —————— |, n>2.
: <\/ﬁ( +n) 4n2—|—n+1) "

Avem

1 2 _ 1
lim z, = (hm Yn, lim <1+—> , Li sn”—nt )
n

m —--:
n—oo n—oo n— oo n—0o00 4712 +n 4+ 1
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3
=(1e2).
(1e.5)

Teorema 1.2.3 Sirul de puncte z, = (zp,yn), n € N*, din
spatiul metric (Z,d) este sir fundamental, daca i numai dacd,
(xn) si respectiv (y,) sunt siruri fundamentale in (X,dy) si
respectiv (Y, dy).

Demonstratie. Sa consideram, mai intai, ca sirul (z,)
este fundamental in (Z,d), adica, pentru orice € > 0 si orice
p € N* exista n. € N aga incat, pentru orice n > n., sa avem
d(Zn4p, 2n) < €. Deoarece

d; (mnﬂoa $n) < \/d%(xnﬂ?? $n) + d%(ynﬂn yn) = d(szrpv Zn) <€
si
dQ(yn—i-pa yn) < \/d%(xn—l—pa xn) + d%(yn—i—p’ yn) = d(zn+p7 zn) <€

pentru orice p € N si orice n € N, n > n,, rezulta ca girul
(x,,) i respectiv (y,) sunt fundamentale in (X, d;) si respectiv
(Y, ds).

Reciproc, fie (z,) si respctive (y,,) siruri fundamentale
in (X,dy) si respectiv (Y,dp). Sa aratam ca z, = (Tn,Yn),
n € N* este gir fundamental in (Z, d).

Pentru orice € > 0 si orice p € N* exista n. € N aga
incat, pentru orice n > n. sa avem

9
A (Tngp; Tn) < —2=

V2

si exista no. € N aga incat pentru orice n > no. sa avem

g
d n+ps Yn) < —=.
2(Z/+py) \/5

Deoarece, pentru orice n € N, n > n., n. =
max{ni., s} avem

g? g2
d(zn"rp? Zn) = \/d%(l‘n—&-p, mn) + d%(yn—i-pa yn) < E + 5 =g,
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deducem ca girul (z,) este fundamental in (Z, d).

Din Teorema 1.2.3 rezulta ca sirul z,, = (2, yn), n € N*,
din (Z,d) este fundamental, daca si numai daca, compo-
nentele sale (z,), respectiv (y,) sunt giruri fundamentale in
(X, dq) si respectiv (Y,dy). Prin urmare, spatiul (Z,d) este
complet, daca si numai daca, (X, d;) i (Y, ds) sunt complete.

Observatia 1.2.3 Rezultatul Teoremei 1.2.3 ramane valabil
st la produsul cartezian al unui numar finit de spatit metrice.

Corolarul 1.2.2 Spatiile R™ sunt complete.

Valabilitatea corolarului rezulta din Observatia 1.2.3 si
din faptul ca spatiul R este complet (Exemplul 1.2.2).

Definitia 1.2.8 In spatiul metric (X,d), o functie f : X —
X se numeste contractie, daca exista o € [0,1) asa incat,
oricare ar fi xz,y € X avem

d(f(x), f(y) < ad(z,y). (1.4)

Exemplul 1.2.4. Fie X = R™ cu metrica euclidiana

m

Z(ﬂfz - ¥i)?

i=1

d(z,y) =

unde = = (21,%2,...,Tm) € X, ¥y = (Y1,Y2,---,Ym) € X.
Consideram aplicatia f : X — X dfinita prin f(z) =

(y, oz, ..., azy,), a € [0,1). Avem
d(f(z), f(y)) = Z(oz:cz —ay;)?=a

pentru orice z,y € X, adica (1.4) este verificata pentru a €
[0,1), ceea ce ne arata ca f este o contractie.
Exemplul 1.2.5. Functia f : R — R, definita prin

flz) = a>0,b>0, a<bVb

2240
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este o contractie a spatiului metric (R, | |).
In adevar, pentru orice z,y € R, avem

R e e
I e,

(z* 4+ 0)(y* + b)
Cum |t| < (£> +b)/2V/b, pentru orice t € R, putem scrie
2?2+ n v+ 0 1
2vb  2vh 2V
1 2 1
< ——=(2® +b)(y* +b) = —=(2> +b)(y> +b)

2v/b b b

Atunci

lz+y| < |z +y| < (2 4+ y* +2b) <

@
b

cu o = a/bVb € [0,1), ceea ce ne arati ci f este o contractie
a spatiului metric R.

Numeroase probleme practice conduc la rezolvarea unei
relatii de forma f(z) = x, unde f este o aplicatie a unui spatiu
metric X 1n el insagi. Un astfel de punct x € X pentru care
f(z) = x se numeste punct fix al functiei f.

Astfel, daca f este aplicatia identica a unui spatiu met-
ric in el insugi, adica f(x) = z, pentru orice x € X, atunci
toate punctele lui X sunt puncte fixe.

In continuare vom prezenta un rezultat fundamental
al Analizei Matematice, cu multe aplicatii In matematica si
stiintele practice, numit principiul contractier sau teo-
rema de punct fix a lutr Banach care asigura, in anumite
conditii, existenta si unicitatea unui punct fix.

d(f(z), f(y)) < —=d(z,y),

Teorema 1.2.4 (Principiul contractiei). Orice contractie
a unui spatiu metric complet in el insusi admite un singur
punct fiz.
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Demonstratie. Fie (X, d) un spatiu metricsi f : X — X
o contractie a sa.
Unicitatea punctului fix. Sa admitem ca ar exista
doua puncte fixe z gi y din X, cu x # y, asa incat f(z) = x
si f(y) =y. Atunci

d(z,y) = d(f(x), f(y)) < ad((x,y), @ €]0,1),
de unde
(1 —a)d(z,y) <0.

Cum d(z,y) > 0si (1 —«a) > 0, avem o contradictie.
Prin urmare, presupunerea noastra este falsa, deci exista un
singur punct fix.

Existenta punctului fix. Sa consideram zy € X un
punct arbitrar si sa definim recurent sirul (z,) prin z; =

f(xo), o = f(z1), .., Tpyr = f(z0), ...
Vom arata ca sirul (z,,) este un sir fundamental.
Avem

d(w2, 11) = d(f(21), f(20)) < ad(z1, zo),
d(xs, 29) = d(f(x2), f(21)) < ad(zs, z1) < a?d(21, x0).

Prin inductie matematica deducem ca
d(pi1,x,) < a”d(xq,x0), pentru orice n € N. (1.5)

Pentru n, p numere naturale, p # 0, conform cu (1.5),
putem scrie

A(Tnip, Tn) < A(Znip, Tnap—1) + d(Tnip1, Tnip2) + ... +

(1.6)
+d(2pi1, 1) < (@"PTH 4 Q"2 4 a)d (21, 20) =
1—a? o
=a" T d(xy1,x0) < - C(d(l'l,xg).

Sa luam d(zq,x9) > 0 (in caz contrar, punctul fix
este xy si demonstratia existentei este terminata). Deoarece
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a € [0,1), rezulta lim o™ = 0, de unde pentru orice € > 0,

n—oo

exista n. € N asa incat, pentru orice n > n., avem

e(l—a)
d(l’l, l’o) '

n

(1.7)

Din (1.6) si (1.7) rezulta ca, pentru orice € > 0 si pentru
orice p € N*, exista n. € N, asa incat d(x,1p, x,) < €, pentru
orice n € N, n > n., adica sirul (x,,) este fundamental.

Cum (X, d) este spatiul metric complet, exista x € X
asa incat lim x, = . Mai trebuie aratat ca x este punct fix.

n—oo

Intr-adevar, putem scrie

d(f(x),x) < d(f(), Tni1) + d(@nir, 2) = d(f(2), f(za))+
+d(zpi1,x) < ad(x, z,) + d(Tpi, ).

De aici, folosind ca lim d(z,z,) =0, lim d(z,11,2) =0
n—oo n—oo

si tinand cont de criteriul majorarii pentru siruri reale, de-

ducem ca d(f(z),z) =0, adica f(z) = z.

Demonstratia teoremei lui Banach de punct fix ne arata
nu numai existenta si unicitatea punctului fix, ci si o metoda
de aflare a punctului fix z §i de asemenea, punerea in evidenta
a unei formule pentru evaloarea erorii ce se comite considerand
respectiva aproximatie.

Intr—adevar, deoarece

n

d(l’n,l') < d(xn’ xn-&-p)_l_d(mn-i-pa IL‘) < 1—a

d(xb x0)+d(xn+p7 x)v

rezulta, pentru p — oo ca

n

d(!ﬂl,l’()),

d(xp,,x0) < . a

inegalitatea ce ne arata cu ce eroare aproximeaza x, punctul
fix x.
In acest fel, pornind de la xq € X arbitrar, punctele
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Ty = f(Tn-1), n =1,2,..., apar drept aproximatii succesive
ale punctului fix x, ceea ce face ca metoda de aproximare sa
poarte numele de metoda aproximatiilor succesive.

In aplicarea efectiva a metodei aproximatiilor succesive
partea dificila consta in determinarea convenabila a spatiului
metric complet (X,d) gi a contractiei f. Cu toata aceasta
dificultate, metoda aproximatiilor succesive este una dintre
cele mai puternice procedee de aproximare numerica a mul-
tor probleme puse de matematica si stiintele practice (inclusiv
cele economice).

Exemplul 1.2.6. Fie ecuatia 2% 4+ 42 — 1 = 0 si s& ne prop-
unem sa-i gasim aproximativ singura radacina reala pe care o
are (demonstrati acest fapt !).

Scriem ecuatia sub forma

1
24+ 4

si consideram functia f: R — R, f(z) = 1/(2? + 4).

Din Exemplul 1.2.5, pentru a = 1 si b = 4, gasim ca f
este o contractie a spatiului metric (R, | |), cu @ = 1/8. Pe
baza principiilor contractiei f are un singur punct fix x si deci
ecuatia data va avea o singura radacina reala. Folosind sirul
aproximatiilor succesive, considerand zy = 0, gasim:

1
1 = f(ap) = § =025
To = f([)’}l) = 07 2461
T3 = f(IQ) = 0, 2463,
. . 2
lar T, Va aproxima pe I cu O eroare d(.’]ﬁ‘n, I‘) < 7.8n .

37



1.3 Probleme

1. Aratati ca daca (ng) este un gir crescator de numere nat-
urale, atunci n; > k pentru orice k € N.
2. Studiati marginirea si monotonia urmatoarelor giruri:

a) a, =vV2n+1—+2n,n=1,2,....

n
2n+1
n — ) - 1727
c) Santil
3 1
d) ap = nE y b= 1727
3n + 2
TR 1 1 1
3. Arataticagirul z, =1+ —=+=+...+—, n=1,2,..
1 2! n!

are limita e.

4. Fie a; = a, unde a € R §i a,,11 = 5a?, pentru orice n € N*.
Precizati natura sirului (a,).

5. Gasiti limitele urmatoarelor siruri:

a) a, = V2" + 3+ 4+ 5+ 60+ T, n=1,2,...;
b) a, = V83 +3n2+n+1—Vin+1,n=1,2,..;

n24nt1
) 2n? —n+1 ntl | 9
c) ap,=| ——-—"— ,n=12,..;
2n2 4+ 3n + 2
n+1 3 2 1
d)an:a +oa® + a+ a€ER:
a® +a?+1
) 1 n 1 - 1
e) a, = et Y/,
vnt+nd+1 Vnt+nd+2 vnt4+nd+n

n=12,...

n 1 .
2 a":;(k+1)(k:+2)(k:+3)...(l<;+2000)’neN’
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Yo k(k+1)...(k+2000)
g) ap = 12002 ,n:1,2,....

1 1 1
6. Aratati casgirula, =1+—=+—+...+—=,n=1,2,...,
i V2 V3 vn

nu este gir Cauchy. Este (a,) convergent?
n

n+1

7. Aratati ca sirul (a,) definit astfel a1 =1, a1 = A,

n=1,2, ..., este convergent.

1
8. Sa se arate ca sirul z,, = 1+§+§+. ..+——Inn,n > 1este

convergent. Limita acestui sir se noteaza (21 C' (uneori cu )
si se numegte constanta lui Euler. Valoarea ei este 0,5772. . ..
9. Fie (a,,) un sir numeric arbitrar si (b,,) un sir strict monoton
divergent. Sa se arate ca daca exista

. a —a
lim 2" — ] ¢ R,
n—oo bn+1 — by

atunci exista si

(teorema lui Stolz—Cessaro).
10. Utilizand Teorema lui Stolz—Cesar6 (v.problema 9.),

aratati ca daca (x,,) este un gir de numere reale strict pozitive,
Tnt1

iar lim = [, atunci exista gi lim /z, = [.

n—oo I n—oo

Calmﬁa@i limitele:

l4+a+a®+...+a”
li cabe (—1,1);
8) S . e @0 LY

Inn!

c) lim ;
n—oonlnn
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11. Utilizand criteriul lui Cauchy, aratati ca:
i) sirurile

1 sinx sin2x sin nx

11
n=1 by = =
totm Tt sttt

n € N*, sunt convergente;

ii) sumele
1 1 1
d_1+1+1+ I n=12 ...,
3 D 2n —1

sunt divergente.
12. Aratati ca:
1 n
i) sirul z, = (1 — —) , n € N* este strict crescator si
n
marginit;
1 n+1
i) sirul y, = (1 + —) , n € N* este strict descrescator
n
si marginit.
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13. Fie girul (z,) C R%:

n+1 3n+1
Tp = 5
n2+1"2n+1

Aritati ci (z,) este convergent in R
14. In spatiile metrice R™, calculati limitele girurilor:

Inn T vn!
a) T, = (—,ncos— —— | ,n € N7,
n n

on’
2n+1 3"+n
b) @ (\/271—1—37 4n—|—n2’n(\/§ )>,nEN,
- 1
_ 2 -2 1
) (; D@k DEka)y VTR

+/n, {L/Sn3+n2—|—n+1—2n>,n€N*;

e) T, = (

k=1 k=1 —

n k’2 Zn k2000 a2n -1
f) 2, = T e n €N aeR;
) @ (k:l 367 2000 g2n 4 n a

' nm 2" 4 3"
g) %Z(n—,n—', 5+ ),nEN*,aZl.

a™ n! n

15. Aratati ca I = (0, 1) este spatiu metric cu metrica euclid-
iana d(z,y) = |r —y|, x,y € 1. Este I spatiu metric complet?
16. Sirul

M+11+1+1+ e 1.2
= —— —4+-4+...+—),n=
In 2n3 b) 2 3 n b b) b) b
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este fundamental in spatiul metric R??

17. Folosind metodele aproximatiilor succesive, gasiti
radacina ecuatiei 22 + 22 — 1 = 0 cu sase zecimale exacte.
18. Aratati ca daca:

i) (z,) $1 (y,) sunt giruri convergente in spatiul metric
(X,d), atunci (d(z,,yn,)) este un gir convergent in R;

ii) (z,) si (yn) sunt giruri fundamentale in (X, d), atunci
(d(xn,yn)) este gir fundamental in R.

19. Fie sistemul de ecuatii liniare

a111 + 12T + ...+ ATy — bl
2121 + A929T9 + ...+ a2nTy — bg

Ap1T1 + Qoo + ... + Ay = by

CU Gy €R7i7j:17_n7 biERai:L_na ai#oai:L_ThnENa
n > 2.

Aplicati metoda aproximatiilor succesive la rezolvarea
acestui sistem, folosind spatiile metrice complete R™.
20. Aratati ca functia f : (0,1] — (0,1], f(z) = x/3 este o
contractie a spatiului metric ((0, 1], |) si totusi, nu are punct
fix in (0, 1].
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1.4 Test de verificare a cunostintelor nr. 1
1. Definiti urmatoarele notiuni:

a) Sir de numere reale convergent;

b) Sir de numere reale fundamental;
¢) Sir intr-un spatiu metric;
)

d) Spatiu metric complet.

2. Enuntati:

a) Criteriul lui Cauchy pentru giruri de numere reale;

b) Principiul contractiei.

3) Utilizand criteriul lui Cauchy sa se arata ca urmatoarele
siruri sunt convergente:

) 2n+1
a) a, = ——;
on + 2
1 1 1
b)b,=14+—-4+ =+ ...+ —;
) Tttt
¢) ¢ = ap+a1q+as@*+...+a,q" cu lay| < M (V)k € N
s g <1
cosT  cos2x COSNT
Q) d, = <7 :
) 3 * 32 toet 3
cosa;  COSay COS a,
e) e 1.2+2.3+ +n(n+1)cua (V)

1€ N.

4. Sa se calculeze lim z,, unde z, = z, + iy, cu

n—o0

1P +2P 4 ... +nP

n
k .
Ty = Ha(k+1)! , a>1 Sl Yy = iy}
k=1
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5. Sa se calculeze lim w,, u, = (u),,u,, ul), cu
u, =vn+1-2/n++n—1,
ur=n (2% - 1),
W = 1 + 1 + + 1
TV m2 4+l VI +hn?+2 V452t
6. Sa se calculeze lim , u,, = (u,, ul, ul'), cu
;124224 n?
n nn ’
n n 2 "
ur = (M) cua,be R,
b
33n
m __
n ﬁ
(-2)
n
7. Sa se calculeze lim u,, u, = (u),,ul, ul') cu
> Kk
U = k=1
"o (n+ 1)V

ul = sin <TL7T\?/713 +3n2 4 4n — 5),

“ /1 2 E—1
n__ _ - = o=
u, =n-+1 E (2!+3!+...—|— i )

k=2

8. Intr-o progresie aritmetica, in care al n-lea termen este

. .. ) S, m?
ap §i suma primilor n termeni S,, avem —— = —. Sa
Sy n
o Ay  2m—1
se arate ca — = .
an, 2n —1
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9. Sa se determine limita inferioara si limita superioara pen-

S

. 1
tru sirul (a,) cu a, = a +—,a>0.
n

10. Folosind principiul contractiei gasiti cu o eroare de 1072
solutia ecuatiei 10z — 1 = sinz.
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Capitolul 2

Seril numerice

”

7 A gandi inseamnd a te inalta
(Victor Hugo)

2.1 Notiuni preliminare

Se cunoagte ca pentru orice numar finit de numere reale
ai,as, ..., a,, putem efectua suma lor, utilizand proprietatea
de asociativitate a adunarii de numere reale. Astfel, mai intai
calculam a; + ag, apoi se efectueaza

ayt+astaz = (a1+az)+as, aitaztaztay = (a1+aztaz)+ay
si, In general
ay+as+ ...+ ap 1+ a, = (a1 +as+ ...+ a,_1)+ an.

Acum, este firesc sa ne punem problema efectuarii sumei
termenilor unui sir (a,),>1 de numere reale, adica a unei sume
cu un numar infinit de termeni.

Definitia 2.1.1 Fiind dat sirul de numere reale (a,), se
numeste serie de numere reale sau serie numerica
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problema adundrii termenilor sirului (a,), adica problema
efectuarii sumei

ar+as+...+a,+.... (2.1)

[e.o]
In locul sumei (2.1) scriem prescurtat E (y, SQU E (i,
n=1 n>1
sau stmplu g ap, a, flind numit termenul general al seriei

numerice.
Prin urmare, observam ca seriile numerice constituie
problema adunarii unes infinitatii numarabile de numere reale.

Cum gtim efectua adunari de numere reale in care

numarul termenilor este finit, dar oricat de mare, este nat-
[o¢]

ural ca pentru efectuarea sumei E a, sa utilizam sume finite
n=1

de tipul S,, = a1 +as+...4+a,, In care sa facem pe n sa tinda

la infinit.

Definitia 2.1.2 Numin suma partiald a seriei numerice

E Qp, SUMG

Sn:Zai:a1+a2+...+an,
i=1

iar sirul de numere reale (S,) se numeste girul sumelor
partiale.

Observatia 2.1.1 In literatura matematicd, deseori, se de-
fineste seria numericd Z a, prin cuplul de siruri (a,) si (Sy)

([9], [17])-

Definitia 2.1.3 Spunem ca seria Zan este convergenta

daca girul sumelor partiale (S,,) este convergent.
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In acest caz, daca lim S, = S, atunci S se numeste
n—oo

suma seriet E a, St scriem
S = g apn=a1+as+...+a,+....

Definitia 2.1.4 Spunem ca seria Zan este divergenta,
daca sirul sumelor partiale (S,,) este divergent.

(e}

Exemplul 2.1 Seria numerica Zaq", unde a,q € R, se
n=0

numeste serie geometrica . Daca a = 0, avem S, = 0

pentru orice ¢ € R, de unde rezulta ca seria este convergenta,
avand suma 0. Sa consideram a # 0. Atunci, pentru q # 1,
avem

1 — qn+1
S, =a+aqg+...+aq¢" =a———,
l—gq
iar pentru ¢ =1
S, =a(n+1).
Pentru ¢ € (—1,1), deoarece lim ¢"™' = 0, avem
lim S, = % Prin urmare, pentru |¢| < 1, seria geo-

n—oo —
metrica este cor?vergenté, avand suma S = a/(1 — q).

Daca ¢ > 1, atunci sirul (S,,) are limita +o0o sau —oo
dupa cum a > 0 sau, a < 0, iar pentru ¢ < —1 limita sirului
(S,) nu exista. Deci, pentru |¢| > 1 seria geometrica este

o0

divergenta. In concluzie, seria geometrica Zaq" cenverge
n=0

pentru a = 0, oricare ¢ € R gi pentru a # 0 ¢ € (—1,1).

Prin urmare, pentru |¢| < 1, putem scrie

a
1—q

Zaq”:a+aq+...+aq"—|—...:

n=0
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- 1
Exemplul 2.1.2. Seria Z este conver-
“—~ (2n—1)(2n+1)

genta. Intr-adevar, avem

n

1 "1 1 1
S”_;(Zh—l)(Qthl)_h_1§(2h—1_2h+1) B

_111+1 1+1 1+ N
2 3 3 5 5 7 7

N 1 1 N 1 1 B
m—3 2n—1 2n—1 2n+1/)

1 ) 1
2 n+1/)"

1
Prin urmare, lim S, = 27 ceea ce arata ca seria data

n—oo

este convergentd, avand suma 1/2.

Observatia 2.1.2 O serie Z ay, in care termenul general se

poate pune sub forma a, = b, — b,11 poarta numele de serie
telescopica.

Exemplul 2.1.3.  Seria Z(—l)”’1 este divergenta
n=1

deoarece Sop_1 = 1 si Sy = 0, _pentru orice k € N*, girul
sumelor partiale (S,,) fiind divergent.

o
. 1 . . .
Exemplul 2.1.4. Seria g —, numita serta armonica,
n
n=1
este divergenta.

R 1
In adevar, sirul sumelor partiale S,, = 1+§+. ..+ — este

n
divergent deoarece nu este gir Cauchy (v. Exemplul 1.1.13).
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. 1 . : .
Observatia 2.1.3 Seria E — este numita serie armonica
n

deoarece a, = 1/n este media armonica a numerelor a,_i,
U1, adicd 2/a, = 1/an_1 + 1/an41.

Propozitia 2.1.1 Daca seria E a, converge, atunci

lim a, = 0.
n—oo

Demonstratie. Seria E a, fiind convergenta , avem

lim S, = S. Dar a, = 5, — S,_1, de unde lim a, =
lim S, — lim S, =95—-5=0.

Corolarul 2.1.1 Daca pentru seria Z an sirul (a,) nu con-
verge la 0, atunci seria este divergenta.

Observatia 2.1.4 Conditia lim a, = 0 este necesara dar nu

n—oo

st suficienta pentru convergenta seriei g A, -

1
De exemplu, seria armonica Z — este divergenta, desi
n
lim 1/n = 0.

n—oo

Exemplul 2.1.5. Seria Z {/n este divergentd deoarece
n>2

lim ¢/n=1+#0.

n—oo

[e.e]

Definitia 2.1.5 Fiind data seria Z ay, numim rest de or-
n=1

dinul k al ei, notat cu ry seria

o0
E Qp = Q41 + Qg2 + - ..
n=k+1

o1



oo oo

Propozitia 2.1.2 Seria E ay, Seria rest E a, QU aceeast
n=1 n=k+1

natura, adica sunt ambele convergente sau ambele divergente.

Demonstratie. Fie n > k; notam cu S, si respectiv T},
sumele partiale corespunzatoare termenului a,, din seria E an,

[e.e]
si respectiv E Q. Avem
n=k+1

T, =S, — (a1 +as+ ...+ ag).

Daca E a, este convergenta, adica lim 5, = .5, atunci

n—oo

lim 7,, = S — (a; +as + ...+ ax), ceea ce ne arata ca seria

n—oo
5 a, este tot convergenta. Reciproc, daca g a, este

n=k+1 n=k+1
convergenta, adica lim 7, = T, atunci lim S, = T + (a; +

n—oo n—oo
...+ ag), ceea ce arata ca seria g a, este convergenta.

Evident ca, daca unul din girurile (S,,) si T,) este diver-
gent atunci si celalalt este divergent. Prin urmare, daca una

o0 o0

din seriile E Gy S1 E a, este divergenta, atunci si cealalta
n=1 n=k+1

este divergenta.

Corolarul 2.1.2 Daca unei serii numerice 1 Se suprimd sau
i se adaugd un numd finit de termeni, atunci natura ei nu se
schimba.

Propozitia 2.1.3 Daca seria E a, converge atunci Sirul
resturilor (ri)g>1 este convergent la zero.

Demonstratie. Daca seria E a, este convergenta, atunci
lim S, = S. Cum, pentru orice k € N*, avem r, = S — Sy,
n—oo

deundeklimrk:S—S:O.

92



Definitia 2.1.6 Daca consideram seriile Zan $t an se

n=1 n=1
numeste seria SUMA Seria NUMerica
> (an +ba) = (ar+b1) + (az+ba) + ...+ (an +by) + ...
n=1

st serite produs cu scalarul \ € R seria numerica

oo

Z()\an):)\al—l—)\ag—i—...—i—)\an—i—....
n=1
Teorema 2.1.1 Daca seria Zan converge, avand suma A,

1ar seria E b, converge, avand suma B atunci seria E (an+
b,) converge si are suma A+ B.

Demonstratie. Fie A, = Z ap si B = Z by. Cum
k=1 k=1
lim A, = A, iar lim B, = B, rezulta ca A, + B, = Z(ak +
k=1
bx) converge la A+ B, ceea ce ne permite sa scriem Z(an +
b,) = A+ B.
Teorema 2.1.2 Daca A € R — {0},atunci seriile Zan st

E Aa, au aceeast naturd.

n
Demonstratie. Fie 5, = E ai. Daca E a, converge,
h=1
n
atunci lim E ap = S, ceea ce implica gi lim AS, = AS.
n—oo

n—o00
h=1

Cum Aaj + ...+ Xa, =T, = \S,,, rezulta ca si seria Z Aay,
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(o]
este convergenta si are suma \S. Daca E a, este divergenta,

n=1
atunci girul (.S,,) diverge, ceea ce atrage dupa sine ca girul 7, =

AS,, diverge, adica seria Z)\an este divergenta. Reciproc

rezulta prin inlocuirea lui A cu 1/A.

Teorema 2.1.3 Daca intr-o serie convergenta Se asociazd
termenit seriet in grupe cu un numar finit de elemente,
pastrand ordinea, atunci se obtine tot o serie covnergenta cu
aceeast sumd.

Demonstratie. Fie seria E a, convergenta, S, = a; +
as+...+a,si lim S, = 5. Sa aranjam termenii seriei E an,
n—oo
in grupe cu un numar finit de termeni astfel

(ay +ag+ ...+ ap) + (Any11Gngio + .. F apy) +... 4+ (2.2)

(g 41+ Q2+ Fan,) + ...

pastrand ordinea termenilor. Notand b; = an, 41+ a@n, ,+2+
oot an,1=1,23,. .. 51T, =bi+ba+ ...+ b, k=1,2,...

scriem Ty, = S,,, k = 1,2,... ceea ce ne arata ca (Tj) este
un subsir al sirului (S,). Deoarece lim S,, = S, deducem ca
n—oo

klim Ty = klim Sn, = S, ceea ce ne arata ca seria (2.2) este
— 00 — 00

convergenta, iar suma ei este S.

Observatia 2.1.5 Reciproca teoremei nu are loc, adica daca
intr-o serie E a, convergenta in care termenii sunt grupe

cu un numar finit de termeni, atunci prin desfasurarea gru-
pelor (inlaturarea parantezelor), pastrand ordinea termenilor,
se poate obtine o serie divergenta.

De exemplu, seria
1-1)+1-1)+(1-1)+... (2.3)
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este convergenta, in imp ce seria

I=141-141-14...=> (-1 (2.4)

n=1
este divergenta.

Observatia 2.1.6 Intr-o serie divergenta se pot aranja ter-
menii tn grupe cu un numar finit de elemente, pastrand or-
dinea, asa incat seria obfinuta sa fie convergenta. Astfel, seria
(2.4) este divergenta iar seria (2.3) este convergentd.

2.2 Criterii de convergenta pentru serii nu-
merice cu termeni oarecare

Daca in seria Zan nu facem nici o precizare asupra
semnului termenilor, atunci se mai spune cd avem o serie
numerica cu termeni oarecare. In acest paragraf ne intere-
seaza sa gasim criterii prin care sa putem preciza convergenta
unei serii de numere reale. Este important sa cunoastem
convergenta unei serii deoarece, cunoscand acest fapt, chiar
daca nu-i cunoastem suma, o putem evalua luand sume
partiale cu un numar cat mai mare de termeni.

Teorema 2.2.1 (Criteriul lui Cauchy). Seria Zan este

convergenta daca $t numai daca pentru orice € > 0 exista un
numar natural n. astfel incat, pentru orice n natural, n > n.
st orice p € N* sa avem

|ani1 + Qnia + oo+ angy| <€

Demonstratie. Fie (S,,) sirul sumelor partiale, S, = a; +
as+. ..+a,. Cum seria a,, este convergenta daca gi numai daca
sirul (S,) este convergent, iar sirul (S,,) este covnergent daca

si numai daca este gir fundamental , rezulta ca serie E an,
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este convergenta daca si numai daca, pentru orice € > 0 si
orice p € N*, exista n. € N asga incat, petru orice n € N,
n > n. sa avem |Spy, — S,| < €. De aici, prin inlocuirea
corespunzatoare a sumelor 5,4, si S, obtinem valabilitatea
criteriului lui Cauchy pentru serii numerice.

Teorema 2.2.2 (Criteriul Dirichlet). Seria Zanbn este

convergenta daca sirul sumelor partiale al seriei g a, este

marginit, iar girul (b,) este descrescator gi convergent la 0.

Demonstratie. Fie (S,,) sirul sumelor partiale al seriei
Zan, fiind marginit, exista un M > 0 aga incat |S,| < M,
pentru orice n natural.

Utilizand faptul ca sirul (b,) este descrescator putem
scrie succesiv:

|an+1bn1 + npobnis + Gpgsbpgs + ..o+ Gngpbaiy| = (2.5)

= [bn+1(Sn41—50) +bnt2(Snt2—Snt1)+bn13(Snta+Sn2)+. . +
+0n4p(Sntp + Sntp-1)| =
= | = bnt1Sn + (bnt1 — buy2) Sngr + (g2 — bnt3)Snsa + ...+
+(ntp-1 = bnip)Snip-1 + buipSnipl <
< [Sn| [baga |+ |bn1 = bnsa| [Snsa| 4 [bnr2 —bpgal [Spal +. ..+
Fbntp-1 = bnip| Snap—1| + [bnip| Snap| <
< M(by1+bni1—bntotbnro—bpis+. . . +bpp1—bpiptbugy) =
— oMb,

Deoarece b, — 0 pentru n — oo, pentru orice € > 0
exista n. € N aga incat, pentru orice n € N, n > n., sa avem
bpi1 < e/2M. Acum, din (2.5) rezulta

|an+1bn+1 + an+2bn+2 +.. .+ an+pbn+p| <eg
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pentru orice n € N, n > n.. Prin urmare, sunt indeplinite
conditiile din criteriul lui Cauchy (Teorema 2.2.1), rezultand

ca seria E a,b, este convergenta.

Exemplul 2.2.1. Fie seria Zsmnx unde z € R. Se
n=1

=
vn
N —
observa ca seria Z sinnx are girul sumelor partiale (S, (x))
n=1
marginit. Intr-adevar daca x # 2kw, k € Z, inmultind S, (z)
cu 2sin 7, gasim

cos%—cos(n—i—%)ac

Sn(z) =

2sin § ’
de unde
z _ 1
|Sp(x)] = |sinz + ...+ sinnzx| = ‘COS 2 CO'S (n—|— 2)x‘ <
2|s1n%‘
2 1 ‘
< Q‘Sin§| = !sing}’ pentru orice n € N.
2 2

Daca © = 2km, k € Z, atunci S,(z) = 0. Deci, in
ambele situatii existd M > 0 asga incat |S,(x)| < M, pentru
orice n € N*.

Pe de alta parte, sirul b, = 1/4/n tinde descrescator
la 0. Prin urmare, fiind indeplinite conditiile criteriului lui
sinnx

vn

o0
Dirichlet rezulta ca seria E este convergenta pentru
n=1

orice r € R.

Teorema 2.2.3 (Criteriul lui Abel). Daca seria Zan
este convergenta si (b,) este un gir monoton gi marginit,

atunci seria E anb, este convergenta.
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Demonstratie. Cum girul (b,) este monoton si marginit

rezulta ca el este convergent; fie lim b, = b. Fara a restrange
n—oo

generalitatea demonstratiei putem considera ca sirul (b,) este
crescator. Atunci girul (b — b,,) va fi un gir descrescator si cu
limita 0. Din faptul ca serie Z a, este convergenta rezulta
ca sirul sumelor partiale este marginit. Aplicand criteriul lui
Dirichlet, deducem ca serie Zan(b — b,) este convergenta.

Dar Zan fiind convergenta rezulta ca si Zban este con-
vergenta. Acum, utilizand teorema 2.1.1, obtinem ca seria
Z a,by, este convergenta deoarece a,b, = —a,(b—b,) + bay,

pentru orice n € N*. Cu aceasta teorema este demonstrata.

=1 1\"
Exemplul 2.2.2. Fie seria g on (1 + —) . Observam ca
n n
n=1

1
seria E on este convergenta, fiind serie geometrica cu ratia

1 n .
3 € (—1,1), iar girul b, = (1+%) , n € N* este strict

crescator i marginit (Exemplul 1.1.1). Cum sunt indeplinite
conditiile criteriului lui Abel, deducem ca seria data este con-
vergenta.

[e.e]

Definitia 2.2.1 O serie Z a, se numeste serie alternanta
n=1
(sau alternata) dacd ana,1 < 0, pentru orice n € N*, adica
daca termenii sai alterneaza ca semn.
Este evident ca orice serie alternanta poate fi scrisa in

una din formele: Z(—l)"‘lan sau Z(—l)"am unde a, > 0,
n=1 n=1

pentru orice n € N*,
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1 1 1 1
Exemplul 2.2.3. Seriile Z(—l)"fl— = 1_§+§_Z_l+' -
n

1 1 1 1
si Z(—l)"zn 1= —1—|—§ — S—i_? — ... sunt serii alternate.

o

n=1

Teorema 2.2.4 (Criteriul lui Leibniz). Daca in serie al-

ternanta E (—=1)"a, sirul (a,) este descrescitor si conver-
n=1
gent la zero, atunci seria este convergentda.

o
Demonstratie. Cum seria Z(—l)"‘1 are girul sumelor
n=1
partiale marginit (|S,| < 1, oricare ar fi n € N*), iar girul
(a,) este descrescator si convergent la 0 rezulta, conform
criteriului lui Dirichlet ca seria alternanta este convergenta.

este conver-

> 1
Exemplul 2.2.4. Seria E (—1)%12 1
n—
n=1

genta deoarece sunt indeplinite conditiile criteriului lui Leib-
niz.

[e.9]

Corolarul 2.2.1 Daca seria Z(—l)”_lan indeplineste

n=1
conditiile din Criteriul lui Leibniz (Teorema 2.2.4) si S este
suma e, atunct

|S — Sn| < any1, pentru orice n € N*,
n
unde S, = z:(—l)k_lcwC suma partiald de rang n.
k=1
Demonstratie. Intr-adevir, cum ay — aps1 > 0, k € N*,
atunci

1S = Sl = S (=1 gy — S (=1 | =
n=1 k=1
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|(—1)"an+1 + (—1)”+1an+2 + (—1)”+2an+3 + ... ‘ =
= [(=1)"[(@n+1 — ani2) + (@nyz — Gnga) + .. ]| =
= (a'n-i—l - an+2) + (an—‘rS - an+4) +...=

= Gp41 — (an—i—Z - an—i—S) - (an+4 - an+5) —...< Apn41-

- 1
Exemplul 2.2.5. Seria Z(—l)"’l— (numita seria ar-
n

n=1
. v N . 1
monicd alternantd) este convergenta deoarece girul | —
n
este descrescator gi convergent la 0. Fie (S,) sirul sumelor

partiale al seriei. Cum girul

1 1
tp,=1+—4+...+——1Inn, n € N,
n n

este convergent la y—constanta lui Euler (vezi Problema 8 din
1.1), avem

2n+1
1
Sony1 = Z (_1)1671% = Top1 + (20 +1) — (y, +1nn) =
k=1
2n+1

= Ton+1 — Tn + In n s

de unde
lim Szn+1 =77 +In2=1n2.
n—oo

Deoarece sirul (S,,) este convergent si subsirul (Sa,41)
are limita In 2, rezulta ca si girul (S,) are limita S = In2.
Atunci, pe baza Corolarului 2.2.1, putem scrie

|S, —In2| <

1
) EN*’
n+1 "

adica eroarea absoluta prin care sirul (.5,,) aproximeaza pe In 2
nu depaseste pe 1/(n + 1).
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2.3 Serii absolut convergente. Serii semi-
convergente

Am vazut in Exemplul 2.2.5. ca seria armonica al-

[e.e]
1 . .
ternanta E (—=1)" '= este convergentd in timp ce seria
n
n=1

o0
Z = Z —, adica seria armonica, este divergenta
n=1 n=1 n
(Exemplul 2.1.1). Acest exemplu ne permite sa consideram
definitiile de mai jos, care ne permit o clasificare a seriilor
convergente.

o0

(-

1

Definitia 2.3.1 Seria Zan se numeste absolut conver-

genta, daca seria g la,| este convergentd.

X/ 1yn—1
Exemplul 2.3.1. Seria Z <2—) este absolut conver-

n
n=1
genta.

Propozitia 2.3.1 Daca seria Zan este absolut conver-

genta, atunci seria 5 a, este convergentd.

Demonstratie. Deoarece E a, este absolut convergenta

rezulta ca g |a,| este convergenta. Atunci, conform cu cri-

teriul lui Cauchy, pentru orice € > 0, exista n. € N* aga
incat, pentru orice n € N, n > n, si orice n € N*, sa avem

Q1] + anga] + .o+ [anygp| <e.
Cum
|1+ anga + .o+ anap| < ansa| + |anse] + - o+ |anipl,
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obtinem ca, pentru orice € > 0, exista n. € N*, astfel incat,
pentru orice n € N, n > n. si orice p € N*| are loc

‘an+1%_an+2_%-'-+'an+p‘<:57

adica seria E a, satisface criteriul lui Cauchy, ceea ce ne
arata ca ea este o serie convergenta.

Observatia 2.3.1 Reciproca Propozitiei 2.3.1 nu are loc. Ez-
ista serii convergente pentru care seria valorilor absolute este
divergenta, de exemplu, seria armonica alternanta.

Definitia 2.3.2 Seria E a, se numeste serie semicomn-
vergenta sau conditionat convergenta daca seria g ay,

este convergenta dar seria E la,| este divergentad.

Exemplul 2.3.2. Seria 2:(—1)”’1 este semiconvergenta.

n=1

Observatia 2.3.2 (Riemann). Daca Zan este o serie

semiconvergenta, atunci exista o permutare a termenilor sai
astfel incat sa se obtinda: i) o serie convergentd cu suma un
numar real dat; i) o serie divergentd cu suma +00 sau —ooO;
ii1) o serie divergenta cu sirul sumelor partiale fara limita
(divergent, oscilant) (v. [16]).

Aceasta observatie ne avertizeaza ca in seriile semicon-
vergente trebuie sa fim atenti la schimbarea ordinii termenilor,
deoarece putem obtine serii cu naturi diferite.

Definitia 2.3.3 Fiind date seriile Z ay, St Z b, se numeste
n=1 n=1
produs Cauchy sau de convolutie al celor doua serii, serie

E ¢, tn care ¢, = g apbp_ki1-

n=1 k=1
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produsul de

—1\"— 1
Exemplul 2.3.3. Pentru seria Z )
n=1

o0
convolutie cu ea Insasi este seria E Cp, unde

n=1

e 12
n_kzl NG \/n—k—l—l vk n—k—i—l
n=12 ...
Se observa in exemplul precedent ca seria i ﬂ
= v
este convergenta, conform criteriului lui Leibniz, insa seria
Z ¢, a produsului de convolutie este divergenta deoarece

1,

Z\/—kﬂ fo

pentru orice n € N*, adica lim ¢, # 0.

n—oo

Teorema 2.3.1 (Mertens). Daca doud serii sunt conver-
gente gi cel pulin una este absolut convergenta, atunci seria
produs Cauchy al celor doua serii este convergenta, iar suma
sa este egala cu produsul sumelor celor doua serii.

Demonstratie. Fie seria Z a, = A si Z b, = B, cu (A,)

n=1 n=1
[e.9]

si (B,,) sirurile corespunzatoare ale sumelor partiale, iar g Cn
n=1
seria produs de convolutie, cu (C,,) sirul sumelor partiale. Sa
(e.e]

presupunem ca E a, este absolut convergenta. Avem

n=1

Chn=c1+ca+...+¢,=arby + (a1hy + azby) + ...+

63



+((I1bn + CLan_l + ...+ anbl) =
= al(b1+b2+. . +bn)+a2(b1+ . -+bn—1)+- . .+an_1<b1+b2)+(lnbl =
= aan + aan_l + ...+ (ln_lBQ + anBl‘

[oe)
Deoarece seria E b, este convergenta si are suma B,
n=1
sirul d, = B, — B, n = 1,2,..., este convergent. Acum

putem scrie
Cn,=ai(d,+ B)+as(d,1+B)+...+a,(dy + B) =

Blay+as+ ...+ a,) + ard, + asdy—y = ... + apdy =
= BAn + aldn + agdn_l + ...+ andl,

de unde

On — AnB = Clldn + Ojgdn,1 + ...+ andl. (26)

Cum seria E la,| este convergenta rezultd ca sirul
n=1
sumelor ei partiale este marginit, adica exista un M > 0 aga

incat

n
Z lag] < M,  pentru orice n € N*, (2.7)
k=1
Din faptul ca sirul (d,,) este convergent la 0, deducem
ca, pentru orice € > 0, exista ni. € N* aga incat, pentru orice
n > ny sa avem
€
QM
Pe de alta parte, deoarece seria Z a, este convergenta
avem ca a, — 0. Atunci, pentru orice ¢ > 0 exista ny, € N*
aga incat, pentru orice n € N, n > ny, sa avem

|d,| < (2.8)

g
(|di] + |do| + ... + |dny|)

la,| < 5
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Acum, din (2.6), (2.7) si (2.8), pentru orice n natural,
n > ny +ny — 1, avem

|Cr — AnB| < (|aa| |dn| + |az| [dn-1 + .. + |@n—n,| |dny 1)+
F(lan—ny41| ldn, | + -+ [an] [di]) <

< —(lar| + |a| + - - || )+
2M 1 2 n—mnmi

€

+ dp, | +...+|dh]) <
2T+ -+ fd (Pl H N
€ €
M=
< 50 + 5 €
Ceea ce ne arata ca lim (C, — A,B) = 0. De aici,
obtinem lim C, = lim A,B = A- B, ceea ce trebuia demon-

strat.

2.4 Serii cu termeni pozitivi

In paragraful precedent am vazut ca o serie g a, ab-

solut convergenta este si convergenta. Cum in seria Z |ay|
avem |a,| > 0, n = 1,2,..., rezulta ca prezinta interes sa
obtinem criterii de convergenta pentru serii Z Gy, CU Gy > 0,
n=1223,....

o
Definitia 2.4.1 O serie Zan cua, >0, n=1,23,..., se
n—1
numeste serie cu terment pozitivi.
Teorema 2.4.1 (Criteriul marginirii sirului sumelor
partiale). Seria cu termeni pozitivi Zan este convergenta
daca 1 numai daca sirul sumelor partiale este marginit.
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Demonstratie. Daca seria Z a,, este convergenta, atunci
sirul sumelor partiale (S,) este convergent si, prin urmare,
marginit.

Reciproc daca sirul sumelor partiale (S,,) este marginit,
observand ca el este strict crescator (Sp41 — Sp = a1 > 0,
n = 1,2,...), deducem ca el este convergent, ceea ce ne
demonstreaza ca seria Z a, este convergenta.

Criteriul marginirii sirului sumelor partiale ne va per-
mite sa obtinem conditii suficiente pentru convergenta seriilor
cu termeni pozitivi.

Teorema 2.4.2 (Criteriul de comparatie a termenilor

generali). Fie seriile cu termenii pozitivi Zan St an

n=1 n=1

astfel ca a, < by, pentru orice n € N*. i) Daca an este

n=1
o0 (o)
convergenta, atunci §i E a, este convergenta; i) Daca E o
n=1 n=1

este divergenta, atunci gi Z b, este divergenta.

n=1

Demonstratie. Fie A, = a1 +as + ... +a, si B, =
by + by + ...+ b, pentru n € N*. Din a, < b, rezulta

A, < B,, pentru orice n € N* (2.9)

[e.9]

i) Daca an este convergenta, atunci sirul (B,) este
n=1
marginit §i din (2.9) deducem ca sgirul (A4,) este

marginit, deci, conform criteriului marginirii sirului
[e.@]

sumelor partiale, seria E a, este convergenta.

n=1
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o0
ii) Daca seria Z a, este divergenta, atunci sirul (A,,) este

n=1
divergent si crescator; deci, sirul (B,,) este divergent si
oo

crescator. Prin urmare, seria E b, este divergenta.
n=1
Observatia 2.4.1 Criteriul de comparatie al termenilor gen-
erali se pastreaza si daca a,, < b, pentru oricen > ng, ng € N.

=1
Exemplul 2.4.1. Seria E —, a € R se numegte seria
nO{
n=1

armonica generalizata.
Pentru ao = 1 seria este divergenta (Exemplul 2.1.4.).

Daca o < 1, atunci 1/n* > 1/n, pentru orice n €
oo

N*. Cum seria E — este divergenta, conform criteriului de
n

n=1

[ee])
. ) . ) : 1
comparatie a termenilor generali obtinem ca seria E — este
n
n=1
divergenta pentru o < 1.

Fiea € R, a > 1. Avem
1<1
1 1 1 1

E— —<2-—:
20¢+3o¢— Qo 2a—1

1+1+1+1<4 1< 1 \?
4a 504 6a 704 4a 1

L S PR B o
(Qt—l)a (2t—1+1)a (2t1)a (2n—1)a_ 2a—1 ’

de unde

2t—1 t 1
1 1 =y 201
S2t_1 - Z k_a < Z (2@—1)k—1 - 1— 1 < 2a—1 _ 1’
k=1 k=1 201
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adica subsirul (S;t_;) al sirului sumelor partiale (S,) este
marginit.

Cum girul (S,,) este crescator si pentru orice n € N ex-
istd un ¢ € N aga incat n < 2! — 1, deducem ca sirul (S,,) este

marginit. Prin urmare, conform criteriului marginirii sumelor
oo

partiale rezulta ca seria E — este convergenta pentru orice
n

n=1

aeR, a>1.
Este bine de retinut ca seria armonica generalizata

o
Z — este convergenta pentru a > 1 si divergenta pentru

—~n
a<1.
= 1
Exemplul 2.4.2. Seria este con-
; Vn(n+1)(n+2)
vergenta deoarece
1 1

Vi +1)(n+2) SV

: : 1 : : :
1ar seria E eV este convergenta fiind o serie armonica gen-
n

eralizata cu o = 3/2 > 1.
Teorema 2.4.3 (Criteriul de comparatie al limitei ra-

portului termenilor generali). Fie seriile Z ay $S1 Z by,
cu termenit pozitivi.

an, , : y
i) Daca exista lim 5= A si A € (0,00), atunci cele doud

serit au aceeasi naturd.

. N ) . o o
ii) Daca lim — = 0, atunci daca E b, este convergenta

n—oo n

rezulta ca si E a, este convergenta, iar daca E a, este

divergenta rezulta ca si Z b, este divergenta.
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¢ 1. Qp . v o
i11) Daca lim — = oo, atunci dacd E an este convergenta

n—oo n

rezulta ca st E b, este convergenta, iar daca g b, este

divergenta rezulta ca si Z a, este divergenta.

a
Demonstratie. i) Din lim — = \ rezultd cd, pentru

n—oo n

orice € > 0, exista n. € N, aga incat, pentru orice n > n., sa

a
avem b—" — Al <&, de unde
n

)\—5<%<)\+5.

De aici, luand € = \/2, gasim

A 3
_bn n _)\ : bn, 21
Sbn < an <3 (2.10)

pentru orice n > ny/s.

Din (2.10), aplicand teorema 2.4.2, rezulta afirmatia de
la i).

ii) Daca A = 0, atunci pentru orice € > 0, exista n. € N,
astfel incat sa avem —e < a, /b, < €, pentru orice n > ny, de
unde obtinem

a, < eb,, pentru orice n > ny. (2.11)

Aplicand criteriul de comparatie a termenilor generali,
din (2.11) rezulta afirmatia de la ii).
iii) Daca lim a, /b, = 0o, atunci rezulta ca lim b,/a, =
0, de unde, conform cu ii) al teoremei, obtinem afirmatiile de
la iif).
Exemplul 2.4.3. Seria Z(W — 1) este divergenta
n=2
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o . 1
deoarece, considerand seria E —, cum
n

1
V21 25 — 1
1im\ff: lim = =n2 >0,

n—oo - n—oo —
n
rezultd conform teoremei 2.4.3i), ca seria data are aceeasi
o : L. :
natura ca gi seria armonica g —, adica divergenta.
n

Teorema 2.4.4 (Criteriul raportului — D’Alembert).

an+1
Qp,

o
Fie seria numerica E a, cu termeni pozitivi. Daca
n=1
A < 1, pentru orice n € N*, atunci seria este convergenta,
An1
Qn
divergenta.

<

war daca > 1, pentru orice n € N*, atunci seria este

an+1
Qp
Qa2 G2 anp

Demonstratie. Daca < ¢ < 1. atunci putem scrie

<ai-q-q...q=arq""",
——

(n—1) Ori

ay G2 Qp—1

de unde a,, < a;¢" . Cum ¢q < 1, rezulta ci seria geometrica

o0

Zaq"’1 este convergenta, iar de aici, folosind criteriul de
n=1

comparatie, a termenilor generali, deducem ca seria Zan
este convergenta, in acest caz.

a
Daci —*L > 1, rezulti ci sirul de numere pozitive (ay,)
an
este crescator, deci lim a,, = 0. Utilizand Corolarul 2.1.1,
n—oo

rezulta ca seria E a, este divergenta.

Corolarul 2.4.1 Fie seria E a, cu termeni pozitivi. Daca
an+1

exita lim

n—oo  (y,

=1, atunci:
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i) daca l < 1, seria E a, este covnergenta,

ii) daca l > 1, seria Zan este divergenta.

Qp+1

Demonstratie. i) Daca lim = [ < 1, atunci pentru

n—oo an
orice €, cu 0 < e < 1 —1, exista n. € N astfel ca, pentru orice
n > £, sa avem

An+1 l
Qnp,

<e,

de unde
an+1

<l+e<1, pentruorice n > n..
Qnp,

Acum, folosind prima parte a Teoremei 2.4.4, obtinem
ca seria Z a, este convergenta.
ii) In situatia [ > 1, procedand in mod analog, gasim

Ap41
G,

>[l—e>1, pentrun>n,

De aici, utilizand a doua parte a Teoremei 2.4.4, de-
ducem ca seria E a, este divergenta.

Observatia 2.4.2 Corolarul 2.4.1 nu este aplicabil in
situatia | = 1. In acest caz, trebuie apelat la alte metode
pentru a preciza natura seriet de studiat.
Exemplul 2.4.4. Seria de numere reale
i 3"n!
nn’

n=1

este cu termeni pozitivi. Vom studia natura ei utilizand cri-
teriul raportului cu limita. Avem succesiv:

37+ (n41)! n
. An+1 . n+1)n+1 . n
hmn—:hm(gn—),:hm?) =
n—oo QO n—oo ——%L n—oo n,+—1
n
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:3nh_>nolo(ni—11)”:§

Cum 3/e > 1, rezulta ca seria este divergenta.

Teorema 2.4.5 (Criteriul radacinii — Cauchy). Fie seria
Zan cu termeni pozitivi. Daca /a, < X\ < 1. pentru n >

1, atunci seria este convergenta, iar daca J/a, > 1, pentru
n > 1, atunci seria este divergenta.

Demonstratie. Daca /a, < A < 1, atunci avem
a, = ({/a,)" < A", pentru orice n > 1.

Cum seria geometrica Z A" este convergenta deoarece
A < 1, conform criteriului de comparatie a termenilor generali,
rezulta ca si seria Z a, este convergenta.

Daca /a, > 1, atunci a,, > 1, deci lim # 0 si deci, pe

n—oo

baza Corolarului 2.1.1, rezulta ca seria Z a, este divergenta.

Corolarul 2.4.2 (Criteriul radacinii cu limita). Fie se-
710 Zan cu termeni pozitivi. Daca exista lim Va, = [,

atunci seria este convergenta pentru [ < 1 si este divergenta
pentru [ > 1.

Demonstratie. Daca lim a, = [ < 1, atunci pentru

n—oo

orice €, cu 0 < ¢ < 1 — [, exista un numar natural n., asa
incat
|/a, — 1] <e, pentrun > n.,
de unde
Va, <l+e<1, pentrun > n,,
adica
a, < (I4+¢)", pentrun > n..
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Cum seria geometrica Z(l +¢)" este convergenta, con-
form criteriului de comparatie a termenilor generali, rezulta
ca seria Z a, este convergenta.

Daca [ > 1, procedand in mod analog, gasim

a, > (—¢e)", cul—e>1, pentrun > n,

de unde obtinem ca seria Z a, este divergenta.
Exemplul 2.4.5. Seria numerica
- (za -n + 1)"
Z — ) ,cua>0,
— n+1

este cu termeni pozitivi.
Utilizand criteriul radacinii cu limita, avem

) 2a-n+1\" . 2a-n+1
lim {/|{ ————— | = lim ——— = 2a.
n—00 n+1 n—oo 1+ 1

Daca 2a < 1, adica a < 1/2, atunci seria numerica data
este convergenta, iar daca 2a > 1, adica a > 1/2, atunci seria
data este divergenta.

Daca a = 1/2 atunci termenul general al seriei este 1,
ceea ce implica ca seria este divergenta.

Teorema 2.4.6 (Criteriul Raabe-Duhamel cu limita).

Fie seria E a, cu termeni pozitivi. Daca

limn( @ —1) =1,
n—oo  \ Upt1

atunci seria este convergenta cand | > 1 gi este divergenta
cand | < 1.

Demonstratie. Daca ! > 1, atunci pentru orice ¢ € (0,1—
1) exista n. € N aga Incat

a
n( r —1>>l—5, pentru n > n,,
Ap41
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de unde
(l = €)ap,y < Nap —Napi1,  pentrun > n.. (2.12)

Fara a restrange generalitatea, putem considera ca
(2.12) are loc pentru orice n € N*. Dand succesiv valorile
1,2,...,n—11n (2.12) obtinem

(l—s)ag < ay; — ag

(I —€)as < 2as — 3as

(l—¢)a, < (n—1Da,—1 — (n—1)ay,
care adunate membru cu membru conduc la

(l—e)agt+az+...+ap) <

<@ +ta—24...4a,1— (n—1)a,. (2.13)

Punand S, = a; +ay + ... + a,, n € N*, din (2.13)
obtinem

(l—¢)(Sp—a1) < S, —na, <S5,  pentru orice n € N*,
de unde gasim

S < al(l—e)

n < ——,  pentru orice n € N*,
[—e—1

ceea ce ne arata ca sirul sumelor partiale este marginit.
Prin urmare conform cu criteriul marginirii sirului sumelor

partiale, deducem ca seria E a, este convergenta.

Daca [ < 1, atunci pentru orice ¢ € (0,1 — 1) exista
n. € N astfel Incat

a :
n( - —1) <l+e<1, pentruorice n > n.,
An41
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de unde
Nap — Nap41 < Apy1, n > ne
adica
na, < (n+ 1ayi1, n > ne. (2.14)
Fara a micgora generalitatea, putem presupune ca (2.14)

are loc pentru orice n € N*. Luand succesiv in (2.14) pentru
n valorile 1,2,...,n — 1, obtinem

a; < 2ag,2ay < 3as,...,(n—1)a,_1 < nay,

care Inmultite membru cu membru conduc la a; < na,, de

unde
1
a, > —as.
n

. . 1 . .
Cum seria armonica E — este divergenta, conform cri-
n

teriului de comparatie a termenilor generali, deducem ca si
seria a,, este divergenta.
Exemplul 2.4.6. Fie seria numerica

[e.9]

2.4-6...2n 1
1-3-5. 2n—1) 41

n=1

Sa cercetam natura acestei serii de termeni pozitivi.
Notand cu a,, termenul general al seriei, avem

Anp1 _ 2-4-6...2n(2n+2) 1 2-4..2n 1
an, 1-3-5...2n+1) 2n+3/1-3...(2n—1) 2n+1
_ 2n+2
2n+3
Cum lim o+l _ 1, rezulta ca nu putem preciza natura

n—oo Ay
seriei cu ajutorul criteriului raportului. Aplicam criteriul
Raabe-Duhamel:

n 2 3
lim n a —1)=1limn nt —-1) =
n—oo Ap+1 n—oo 2n + 2




n 1
li =-<1
W dn 2 2

de unde rezulta ca seria data este divergenta.

2.5 Problema economica. Fluxul de venit

In problemele de capitalizare se pune problema: ce suma
trebuie investita ca dupa x ani sa se obtina o suma egala cu
a, daca se cunoagte dobanda r% si frecventa capitalizarii ei.

Sa notam cu S suma investita (ce trebuie aflata). Ea se
numeste valoarea prezenta si scontata a sumei a, disponi-
bila peste x ani.

Daca dobanda r% se capitalizeaza o data pe an, atunci
din aplicatia economica din 1.1, rezulta ca suma disponibila
peste x ani este S(1 4 7)*. Atunci, din

S(1+4r)* =a,
rezulta a
S=—.
(1+7)=

Daca dobanda s-ar capitaliza de n ori pe an, cu r%,

atunci
a

(1+3)"

In fine, daca, dobanda s-ar adiuga continuu, cu r%,
atunci

S =ae ™.

Parametrii de care depinde S sunt r si n, care reprezinta
dobanda si frecventa capitalizarii. Se observa ca suma
prezenta S este cu atat mai mica cu cat dobanda este mai
mare i cu cat se capitalizeaza mai des.

Problema pusa se poate extinde astfel: daca dorim sa
variem veniturile de la an la an cu valorile ag,aq,..., an,,
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adaugandu-se in fiecare an dobanda r%,a tunci valoarea
variatiei venitului, numita flux de venituri, ar fi
1 a2 Am

a
a0+1—|—7”+<1—|—1")2++—(1—|—7“>m

(2.15)

Suma (2.15) se numegte valoarea de capital a fluxului
de venit. Ea este suma S ce trebuie investita pentru a obtine
veniturile ag, aq, ..., a,, In anii urmatori.

Se observa ca daca numarul anilor de capitalizare ar
cregte indefinit, atnci suma (2.15) reprezinta o serie de tip
geometric.

Sa consideram acum un flux de venit in valoare a care
incepe in anul urmator si continua timp de n ani cu dobanda
anuala r%. Atunci valoarea prezenta a fluxului va fi

a a a

S = UL
Trr @12 T T
1 n
o 17my _af,_(_1
L+r 11— r L+ '

Daca fluxul de venit continua indefinit, atunci valoarea

prezenta se obtine prin trecere la limita, facand n — oo,
(o ¢]

adica suma seriei geometrice convergente E a/(1+4r)". Prin
n=1
urmare, valoarea prezentd S a sumei a, care va fi capitalizata

la nesfarsit, cu rata dobanzii r% anual, este a/r.

2.6 Probleme

1. Aratati ca multimea seriilor de numere inzestrata cu
operatiile de adunare si inmultire cu un scalar este un spatiu
vectorial. Submultimea seriilor convergente este un subspatiu
vectorial al multimii seriilor?

"



2. Cercetati natura si eventual precizati suma pentru seriile:

a)g("ﬂ%)l(wrz); b)gm;
c) = (n+ 1)(n+2)(n—1|-3)(n+4)(n+5)?
d)iw;

aiwﬁ—ﬁ); f)ni:g%; g)in—j;
N IR =

> n!
j — N* fixat.

3. Precizati natura seriilor

n=1 n=1 n=1
= (-
d); — Lo+t —n);
f
°) ; n? ) ; (n?241)n!’
e N S o e
¥ L Enr1y & Bn)!’
DY ()"(vV2n+1-+v2n—1).
n=1
4. Stabiliti natura seriilor cu termeni pozitivi:
=~ n®+5n%+3 = (n+1)! = n+3
a)nz::ln5+4n3+n2+1’ );::1 nv C)nz::IQ"jLB"’
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iaﬂ)n a>0,b>0: i (5% — 1);

n=1 n=1

f)iﬁ—l Z n(n+ 1)
— \/n7+3n5+n—|—1
o0 n2
) 2n+1 . an +1
RPN ”ZEU)“”Z}(U’
a>0,
2
n+2\" = /n?+n+1\"
k " >0; 1 _
)Y (m) o 0 ()
=1 > n!
—,a>0;
m);an’a ’ n);l 3. (2n—1)
F4+284+ . +n
k>0
0); (n+ Dkt ’
1-242-3+...4+nn+1) 5"n'
p)z 12+22+ +n2 ; Z
n=1 n=1
> n® = nle
r>z n n; S)Z noc’a>0;
n:12 +3 n:1n+
> 1)... 1) 1
t)za(a+) n$a+n+ )~—b,a,b€N*.

5. Fie seriile Zan si Zb cu termeni pozitivi, astfel ca

n=1 n=1
A1/ an < bpy1/by, pentru orice n € N*. Aratati ca:

o0 o)

i) daca E b, este convergenta, atunci E a, este conver-
n=1 n=1
genta;

o0 (o]
) daca Zan este divergenta, atunci seria an este di-

n=1 n=1
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vergenta (criteriul de comparatie a rapoartelor).
o0

6. Aratati ca seria g — este convergenta si are suma
n!
n=1

numarul e. Utilizand rezultatul precedent, demonstrati ca
numarul e este irational.
7. Precizati natura seriei

Z la T, unde a > 0.
—l+5+...+5

8. Demosntratie ca produsul Cauchy (de convolutie) cu doua
serii absolut convergente este o serie absolut convergenta cu
suma egala cu produsul sumelor celor doua serii.

oo

9. Fie E a, O serie cu termen pozitivi convergenta. Aratati
n=1
ca seriile

oo oo
2 : . : E : -1 -1 -1 \—1

\3/ AnGp41An+2 51 (an + an+1 + an+2)
n=1 n=1

sunt convergente.

oo
10. Fie Z a, O serie cu termeni pozitivi divergenta si .S, =

n=1

n
E ay. Aratati ca:
k=1

o) o
a a
a) E " este divergentd:  b) E —= este divergenta;
1+a, “— Sy

n=1

a
c) Z S—Z este convergenta.

o)
n=1 "

11. Precizati valoarea actuala a venitului actual de 1.000.000
lei, care continua la nesfarsit daca rata dobanzii este de 40%
anual.
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2.7 Test de verificare a cunostintelor nr. 2

1. Definiti urmatoarele notiuni:

a) Serie numerica;
b) Serie numerica convergenta;
¢) Suma unei serii numerice;

d) Serie numerica semiconvergenta.
2. Enuntati:

a) Criteriul lui d’Alembert (raportului) pentru serii cu
termeni pozitivi;

b) Criteriul lui Cauchy (radicalului) pentru serii cu ter-
meni pozitivi;

c¢) Criteriul lui Raabe - Duhamel pentru serii cu ter-
meni pozitivi;

d) Criteriul lui Leibniz pentru serii alternante;

e) Primul criteriu de comparatie pentru serii cu termeni

pozitivi.
3. Aflati suma seriei Z Up CU Uy = 1
= " " nn+1)
n>+n-—3
4. Aflati suma seriei Z Uy, CU Uy, = +—
n!

n>2

5. cercetati natura seriilor E Uy CU:

n>1
n?’L
a) u, = —
) tn n!’
a™ - n!
b) u, = cua>0,a#e,
nn
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n2

c) Un = o

6. Sa se studieze natura seriilor E Uy, CU:

n>1
2n4+1\"
8) tn = 3n+2/ "7

b) u, = [\/(n+1)(n+a)—n]ncua>0,

d) u, =

7. Sa se studieze natura seriei g Uy, unde
n>1
n!

= AT D0t 0xn & AER

8. Sa se studieze natura seriilor

135 @2n—17" 1
a);uncuun—{ 24620 } L cua€

R3.

1
b) Z Up, CU U, = —————, folosind primul criteriu de

n>1 3' Tl4 + 1

comparatie pentru serii cu termeni pozitivi.

c) Z Uy, CU

n>1

i)Un:ﬁ,Ofgl,
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i) u, = —, a>2.
nOZ
folosind criteriul general al lui Cauchy.

9. Sa se studieze absolut convergenta si semiconvergenta
seriei numerice E Uy, CU:
n>1

(-1

a) U, = ————,
vn(n+1)
b) u, = su;:za, a€eR

10. Sa se studieze natura seriei E Uy, CU:
n>1
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Capitolul 3

Functii intre spatii
metrice

)

7 A intelege inseamna a te apropia’
(Victor Hugo)

Multe din problemele practice conduc la modele
matematice ce utilizeaza aplicatii intre doua spatii metrice,
mai ales intre spatiile R" gi R.

In acest capitol vom prezenta, in esenta, notiunile de
limita si de continuitate pentru functiile intre spatii metrice.

3.1 Vecinatatea unui punct

Notiunea de vecinatate a unui punct intr-un spatiu met-
ric este fundamentala in setarea notiunilor de limita si de con-
tinuitate.

Definitia 3.1.1 Fie (X,d) un spatiu metric i a un punct
arbitrar din X si v un numar real pozitiv.
Multimea

S(a,r) =4z € X|d(a,x) < r}
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se numeste sfera (bila) deschisa sau de centru a gi raza r,
1ar mulfimea

S(a,r) = {r € X|d(a,r) <1}
se numegte sfera (bild) inchisa de centru a gi raza r.

Exemplul 3.1.1. Pentru X = R i d(x,y) = |z — y|,
pentru orice x,y € R. sfera deschisa

Sla,r)y={reRL:|jz—a|<r}=(a—r,a+r)

este intervalul deschis, centrat in a, iar sfera inchisa

Sla,r)={z €RL: |[x—a| <7}
este intervalul inchis [a — 7, a + 7].
Exemplul 3.1.2. Pentru X = R2?, sfera inchisa, si
respectiv deschisa, de centru (a,b) si de raza r in raport cu
metrica euclidiana

d(z,y) = v/ (z1 — y1)% + (v2 — )2, unde z = (21, 29) si

y = (y1,y2 € R?) sunt date, repectiv, in figurile 3.1.1. si 3.1.2.

Fig.3.1.1. Fig.3.1.2.

Exemplul 3.1.3. Pentru X = R? si d(x,y) =
max{|z1 — y1], |2 — y2|}, daca z = (21, 22), y = (y1, y2), sfera
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deschisa de raza r gi centru zg = (a,b) € R? este trasatd in
figura 3.1.4., iar sfera inchisa de aceeasi raza si acelagi centru
este trasata in figura 3.1.3.

Fig.3.1.3. Fig.3.1.4.

Exemplul 3.1.4. Daca X = R? si d(z,y) =
V(@ — )2 + (22 — y2)? + (23 — y3)2, unde © = (21, 22, 73),
y = (y1,Y2,ys3), atunci sfera deschisa S(x¢,r) coincide cu in-
teriorul sferei cu centrul in zg = (a,b, ¢) gi de raza r, iar sfera
inchis& S(xg, ) coincide cu multimea punctelor din R? aflate
in interiorul sferei sau pe sfera de raza r si centru z.

Definitia 3.1.2 Fie spafiul metric (X,d) si xo un punct ar-
bitrar din X. Numim vecinatate a punctului xo o multime
V(zo) a spatiului X pentru care exista o sferd deschisa cen-
trata in xo, confinuta in V.

Altfel spus, V(zg) este vecindtate a lui xy daca exista
r >0 asa incat S(xo,r) C V(xo).

Propozitia 3.1.1 Fie (X,d) un spatiu metric i xo un punct
arbitrar din X. Sunt valabile urmatoarele proprietati:

1) daca V(xg) este o vecinatate a punctului xo, atunci orice
supramultime a sa, V', este, de asemenea vecinatate a
punctului xo;

2) daca Vi(xo) si Va(xg) sunt doud vecinatati ale punctului
xo, atunci Vi(xo) NVa(xg) este vecindtate a punctului xo;
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3) daca V(1) este o vecindtate a punctului xo atunci xo €
V(xo);

4) dacaV(xg) este o vecindtate a punctului xo, atunci existd
o vecinatate W (zo) a punctului xo astfel ca pentru orice
y € W(xo) multimea V(x¢) sa fie vecinatate a punctului
Y.

Demonstratie. 1) Cum V (zy) este vecinatate a lui x( rezulta
ca exista r > 0 asa Incat S(zg,7) C V(o). Dar atunci
S(xo,r) C U, adica U este o vecinatate a lui xo.
2) Din faptul ca Vi(zg) si Va(zo) sunt vecinatati ale lui zg
rezulta ca exista r; > 0 gi 7o > 0, asa Incat S(xg,r1) C Vi(zo)
si S(zo,m2) C Va(xp). Considerand r = min(ry,75) se observa
ca S(xg,r) C Vi(mo), i = 1,2; deci S(zo,7) C Vi(xo) N Va(zo).
Prin urmare, Vi (z) N Va(zg) este o vecinatate a lui .
3) Aceasta proprietate rezulta din definitia vecinatatii lui zo.
4) Cum V' (x¢) este vecinatate a lui zy rezulta ca exista r > 0
asa ca S(zg,r) C V(xg). Consideram W(zy) = S(zo,7).
Daca y € W(xy), Intrucat d(y,x¢) < r, luand r; asa incat
0 <r <r—dy,x), avem S(y,r1) C S(xo,r) C V(xp).
Intr-adevir, daci z € S(y,r), atunci d(y,z) < ry si tinand
seama de alegerea lui r1, avem d(z,x¢) < d(z,y) + d(y, xg) <
r1 + d(xo,y) < r, ceea ce ne arata ca z € S(xg,r). Prin ur-
mare, S(y,m) C V(zo), adica V(zy) este vecinatate pentru
Yy < W(ZL’())

Din demonstratia proprietatii 4) a Propozitiei 3.1.1,
rezulta:

Corolarul 3.1.1 Orice sfera deschisa dintr-un spativ metric
este vecindatate pentru orice punct al sau.

Teorema 3.1.1 (Proprietatea de separatie Hausdorff).
Daca a si b sunt doua puncte distincte ale spatiulur metric
(X,d),a tunci exista o vecindtate V(a) a punctului a $i o
vecinatate U(b) a punctului b astfel ca V(a) NU(b) = 0.
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Demonstratie. Cum a # b, rezulta d(a,b) = k > 0. Con-
k k
sideram V(a) = S (a, —) siUb) =95 (b, g) Evident ca

3
V(a) si U(b) sunt vecinatati respectiv ale punctelor a si b.
Vom arata ca V(a) N U(b) = ®. Presupunem contrariul,

adica exista z € V(a) N U(b). Atunci avem d(a,z) < g si

k
d(b,y) < 3 Dar putem scrie k = d(a,b) < d(a, z) + d(z,b) <

k. k 2k 2 .
3 + — = —, de unde 1 < —, ceea ce evident este absurd. In

3
concluzie, V(a) NU(b) = .
Definitia 3.1.3 O submultime D a spatiului metric (X, d) se
numeste multime deschisa in X fie daca D = ®, fie daca D
este o vecinatate pentru orice punct al sau, adica daca pentru
orice x € D exista r > 0 astfel ca S(xz,r) C D.

Exemplu 3.1.5. Orice sfera deschisa S(xg, r) dintr-un spatiu
metric este o multime deschisd. Valabilitatea acestei afirmatii
rezulta din Corolarul 3.1.1. In particular, daca luam X = R
cu metrica euclidiana, atunci orice interval de forma (xg —
r,xo+ 1), cu r > 0, este o multime deschisa.

Exemplu 3.1.6. In X = R cu metrica euclidiang, orice
interval de forma (a,b), a < b, sau (a,+00) sau (—o0,b), cu
a,b € R, este o0 multime deschisa.

Exemplul 3.1.7. Multimile D; = {(z,y) € R*]2 < z <
4,-3 <y < 2} 5i Dy = {(x,y) € R|2? + y* # 4} sunt
deschise.

Exemplul 3.1.8. Multimea {z € R|3 < z < 4} nu este
deschisa intr-ucat (3,4] nu este vecinatate pentru 4 (nici o
sferd cu centrul in 4 nu este continuta in (3, 4]).

Propozitia 3.1.2 Fie (X, d) un spatiu metric. Sunt valabile
urmatoarele afirmatii:

1) Orice reuniune (finita sau infinita) de mulfimi deschise
este o multime deschisa;
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2) Intersectia a doua mulfimi deschise este o multime de-
schisay
3) X este o multime deschisa,

4) Orice mulfime deschisa nevidd se poate reprezenta ca o
reuniune de sfere deschise.

Demonstratie. 1) Fie (D;);c; o familie oarecare de multimi
deschise ale lui X i fie D = UDi‘ Daca D = &, atunci

el
D este deschisa pe baza Definitiei 3.1.3. Daca D # &, sa
consideram un x € D arbitrar. Atunci rezulta ca exista D,
asa incat x € D;,. Cum D,, este multime deschisa rezulta
ca D;, este vecinatate pentru x. Dar D;, C D si atunci in
conformitate cu proprietatea 1) din Propozitia 3.1.1, obtinem
ca D este vecinatate a punctului x. Deoarece z a fost ales
arbitrar rezulta ca D este o multime deschisa.
2) Fie Dy §i Dy doua multimi deschise si D = Dy N Dy. Daca
D = &, atunci proprietatea este evidenta. Daca D # &,
atunci fie x € D arbitrar. Atunci x € Dy si x € Dy. Cum
Dy si Dy sunt deschise, rezulta ca D; si D, sunt vecinatati
ale punctului z. Folosim proprietatea 2) din Propozitia 3.1.1,
rezulta ca si D este vecinatate pentru punctul x. Cum z a
fost ales arbitrar rezulta ca D este o multime deschisa.
3) Este evidenta.
4) Fie D # ® o multime deschisa; atunci pentru orice © € D
exista r, > 0 asa incat S(z1,7,) C D. Dar D = U{x} C

xzeD

U S(z,r;) C D, de unde rezulta D = U S(x,r.), ceea ce
zeD rzeX
trebuie demonstrat.
Corolarul 3.1.2 Intersectia unui numar finit de multimi de-
schise este o multime deschisa.

Justificarea acestui corolar rezulta din afirmatia 2) de la
Propozitia 3.1.2.
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O intersectie infinita de multimi deschise poate sa nu
mai fie o multime deschisa. Se poate vedea acest fapt din ex-
emplul urmator.

Exemplul 3.1.9. In spatiu metric X = R cu metrica eu-
11
clidiana multimea Dj, = (_E’ E) este deschisa, pentru orice
[o.¢]
k € N*. Se observa ca ﬂ Dy, = {0} care nu este o multime

k=1
deschisa deoarece pentru orice r > 0, intervalul (—r,r) ¢ {0}.

Definitia 3.1.4 O submultime H a spatiului metric (X,d)

se numegte inchisa daca complementara C'(X) = X — H este
deschisa.

Exemplul 3.1.10. Multimile X si ¢ sunt inchise deoarece
C(z) = & ¢i C(P) = X sunt deschise.
Exemplul 3.1.11. Orice sfera inchisa dintr-un spatiu metric
(X, d) este o multime inchisa.

Intr-adevir, fie S(zo,7) = {z € X|d(z,z0) < r} si fie
y € C(S(xg, 7)) ales arbitrar. Dacd luam 0 < ry < d(y, zo)—,
atunci se observa ca S(y,r1) C C(S(xo,r)), adica C(S(zo, 7))
este vecinatate pentru punctul y.

In particular, pentru X = R intervalul inchis [a,b],
a,b € R, a C b este o multime inchisa.

Utilizand Proporzitia 3.1.2 si formulale lui Morgan
rezulta valabilitatea urmatoarei propozitii:

Propozitia 3.1.3 Daca (X, d) este un spatiu metric, atunci:

1) Orice intersectie de multimi inchise ale lui X este o
mulfime inchisa;

2) Orice reuniune finita de mulfimi inchise ale lui X este o
multime inchisa.

Observatia 3.1.1 Un spatiu metric contine si submulfimi
care nu sunt nict deschise nici inchise. De exemplu, daca
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X = R cu metrica euclidiana, atunci un interval de forma
[a,b) cu a,b € R, a < b, nu este nici mulfime deschisa nici
inchisa. Nu este deschisa deoarece multimea |a,b) nu este
vecinatate pentru punctul a si nu este inchisa deoarece com-
plementara C([a,b)) = R — [a,b) = (—00,a) U [b,00) nu este
multime deschisa, nefitnd vecinatate pentru punctul b.

Definitia 3.1.5 Daca A este o submulfime nevida a spatiului
metric (X, d), numim diametrul mulfimii A, notat §(A), el-

ementul din R = (0,00) U (+00) definit prin
0(A) = sup{d(z,y)|lz € A,y € A}.

Exemplul 3.1.13. Daca X = R? este Inzestrat cu metrica
euclidiand si A = {(z,y) € R}1 < x < 2,1 <y < 3}, atunci
§(A)=+/(2-1)2+(3-1)2= /5.

Definitia 3.1.6 Fie A o submultime nevida a spatiului met-
ric (X,d). Spunem ca A este o multime marginita daca
d(A) < +4o0o. Daca 6(A) = +oo, atunci spunem ca
multimea A este nemarginita. Practic, pentru a ardta cd o
multime A este marginita este suficient sa ratam ca mulfimea
{d(z,y)|x,y € A} este majorata.

Propozitia 3.1.4 O mulfime nevida A C (X,d) este
marginita dacd si numai dacd exista o sfera deschisa S(xg,r).
asa incat A C S(xzo, 7).

Demonstratie. Fie A # ® si marginita. Daca A contine
un singur punct, atunci proprietatea este evidenta. Sa pre-
supunem ca A contine cel putin doud puncte. Consideram
To si x1 doud puncte arbitrare diferite din A. Fie r € R,
r > d(xg,z1) + 6(A); evident » > 0. Pentru sfera S(zg,7)
avem A C S(zo,7) deoarece, pentru orice y € A, avem
d(y,yo) < 6(A) <r.

Reciproc, daca exista o sfera deschisa S(z,7) asa incat
A C S(zg,7), atunci 6(A) < 0(S(zo,7)) < 2r, adica A este o
multime marginita.
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Definitia 3.1.7 Fie A o submultime nevida a spatiului met-
ric (X,d). Un punct xqg € A este numit punct interior al
multimii A daca A este o vecindatate pentru xq, dacd exista
r > 0 asa incat S(xg, ) C A.

Definitia 3.1.8 Multimea tuturor punctelor interioare
multimii A se numeste interiorul lui A si se noteazd cu A
sau int A.

Exemplul 3.1.14. Fie X = R spatiul metric inzestrat cu
metrica euclidiana, iar A; = [a,b], Ay = [a,b), A3 = (a,b),
Ay = (a,b) submultimi ale lui X. Se observa ca: A=A, =
As = A, = (a,b). Punctul a nu este interior lui A; deoarece
Aj nu este vecinatate pentru a.

Teorema 3.1.2 Multimea A nevida din spatiul metric (X, d)
este deschisd dacd si numai dacd A = A.

Demonstratie. Sa presupunem ca A este deschisa; atunci
pentru orice x € A avem ca A este o vecinatate a lui z, adica
z € A. Cum totdeauna A C A, obtinem A = A.

Reciproc, dacd A = A, atunci orice € A este punct
interior lui A si deci A este o vecinatate a lui x, ceea ce ne
arata ca A este deschisa.

Definitia 3.1.9 Fie A o submultime nevida a spatiului met-
ric (X,d). Un punct interior complementarei lui A se
numeste punct exterior mulfimii A, iar int C(A) se
numeste exteriorul lui A, notat prin Ext A.

Definitia 3.1.10 Fie A o submultime a spatiului metric
(X,d) un element xy € X se numeste punct aderent

mulfimii A daca pentru orice vecinatate V(xg) a lui xy avem
VNA#O.

Definitia 3.1.11 Daca A C (X,d), mullimea tuturor
punctelor aderente mulfimic se numeste aderenta sau
inchiderea multimii A, notata cu A.
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Exemplul 3.1.15. Orice punct al multimii A din Definitia
3.1.10 este punct aderent al multimii A. Evident ca avem
ACA.

Exemplul 3.1.16. Pentru multimea A = (a,b) C R, a,b €
R, a < b, punctele a,b sunt puncte aderente deoarece orice
vecinatate a lor are puncte comune cu A. Avem A = [a, b].

Teorema 3.1.3 Multimea A din_spatiul metric (X,d) este
inchisa daca si numai daca A = A.

Demonstratie. Sa admitem ca A este o multime inchisa.
Atunci conform Definitiei 3.1.4, deducem ca multimea C(A)
este deschisi. Cum A C A trebuie si aritam ca A C A.
Dar A C A este echivalent cu C(A) C C(A). Fie x € C(A)
arbitrar, cu C(A) deschisa. Atunci conform Definitiei 3.1.3
rezulti ci C(A) este vecinitate a lui X. Insi C(A)NA = @,
ceea ce implica # € A, deci x € C(A).

Reciproc, s& presupunem cid A = A. Fie v € C(A) =
C(A); atunci x ¢ A, deci exista o vecinitate V (x) a punctului
x, cu proprietatea V(z) N A = ®. Rezulta ca V(x) C C(A);
de unde, pe baza proprietatii 1) din Propozitia 3.1.1, obtinem
ca C(A) este o vecinatate a punctului . Cum z a fost ales
arbitrar din C'(A), deducem ca C'(A) este o multime deschisa,
adica A este inchisa.

Definitia 3.1.12 Fie A o submultime a spatiului metric
(X,d). Numim frontiera multimii A, notatd cu 0A sau
Fr A, multimea ANC(A). Punctele multimii Fr A se numesc
punctele frontiera ale multimii A.

Este evident cd Fr A=A — A.

Exemplul 3.1.17. Daca A = [a,b], atunci Fr A = {a,b}.
Exemplul 3.1.18. Daci A = Q, atunci A = Q =R, C(Q) =
Rsi Fr A=R.

Exemplul 3.1.19. Dacid A = R?, atunci F'r A = ®.
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Definitia 3.1.13 O submultime A a unui spativ metric X, d)
se numeste densa in X daca X = A.

Exemplul 3.1.20. Multimea ) este densa in R (inzestrat
cu metrica euclidiand) deoarece @ = R. La fel multimea
numerelor irationale R — () este densa in R.

Exemplul 3.1.21. Multimea Q" = Q x @ X ... x @ (de n
ori) este densa in R.

Definitia 3.1.14 Un spatiu metric (X,d) se numeste sep-
arabil daca contine o submultime A numarabila si
densa in X.

Exemplul 3.1.22. Spatiul metric R inzestrat cu metrica
euclidiana este separabil deoarece () este multime numarabila
si densa in R.

Exemplul 3.1.23. Spatiu metric R”, n > 1, inzestrat cu
metrica euclidiana este separabil deoarece multimea Q™ este
numarabila si densa in R".

Definitia 3.1.15 Fie A o submultime a spatiului metric
(X,d). Un punct x € X se numeste punct de acumulare
pentru multimea A dacd pentru orice vecinatate V(x) a lui x
are loc (V(z) —{z}) N A # ®, adica in orice vecinatate V (x)
a punctului x se gasesc puncte din A, diferite de x.

Multiema punctelor de acumulare ale mulfimii A se
numeste multimea derivata si se noteaza cu A'.

Observatia 3.1.2 Orice punct de acumulare este un punct
aderent.

Observatia 3.1.3 In orice vecindtate a unui punct de acu-
mulare xq se gaseste o infinitate de puncte din A. Intr-adevar,
daca propunem ca existd o vecinatate V(xg) a punctului xg
care sa con{ind numai un numdar finit de puncte x1,To, ..., Ty,
diferite de xq¢ si apartinand lui A, atunci alegand r asa incat
0 < r < min Ad(zg, z;)}, sfera S(xo, ) nu mai contine nici un

i=1n
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punct din A diferit de xq, ceea ce contrazice definitia punctului
de acumulare.

Din aceasta observatie rezulta ca o multime finita nu are
puncte de acumulare.

Definitia 3.1.16 Fie A o submultime a spatiului metric
(X,d). Un punct x € A care nu este punct e acumulare pen-
tru A se numeste punct izolat.

Altfel spus, un punct x € A este izolat daca existd o
vecindtate V(x) a sa astfel incat V(z) N A = {x}.

Exemplul 3.1.24. Pentru multimea A = (0,1) U {2,3} din
R avem A" = [0, 1], iar punctele 2 si 3 sunt izolate.

Teorema 3.1.4 (de caracterizare a punctelor aderente si a
punctelor de acumulare). Fie A o submultime a spatiului met-

ric X,d).

1) un punct © € X este aderent mulfimii A daca $i nu-
mai dacd exista un sir (x,) de puncte din A astfel ca
lim z, =z (in X).

2) Un punct x € X este punct de acumulare al multimii A
daca si numai dacd ezista un sir (x,) de puncte din A
astfel incat x,, # x, pentru oricen € N, gi lim x, = x

(in X ).

Demonstratie. 1) S presupunem ci o € A, adica este punct
aderent pentru A. Atunci, pentru orice n € N*, sfera deschisa

1
S (x, —) are puncte comune cu A. Alegem cate un punct
n
1
. € ANS (x, —), pentru orice n € N*. Obtinem, astfel,
n

sirul de puncte (z,) din A cu d(x,,x) < —, pentru orice
n

1
n € N*. Din d(z,,z) < — rezulta lim d(z,,z) = 0, ceea ce
n n—oo
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ne arata ca lim x, =z (in X).

n—oo

Reciproc, daca (x,,) este un sir de puncte din A, astfel
incat lim z,, = z (in X), atunci, pentru orice ¢ > 0, exista un

n—oo

n. € N astfel incat z,, € S(x,¢) de indata ce n > n.. Rezulta
ca pentru orice € > 0 avem S(x,e)NA # ®, ceea ce ne asigura
cax e A

2) Demonstratia se face in acelagi mod ca la punctul 1),
utilizand definitia punctului de acumulare.

Definitia 3.1.17 Spatiul metric (X,d) se numeste com-
pact, daca orice sir din X contine un subsir convergent.

Definitia 3.1.18 Multimea A din spatiul metric (X,d) este
compacta, daca orice gir (a,) din A contine un subgir con-
vergent catre un punct xy din A.

Altfel spus, multimea A din (X,d) este compactd daca
si numai daca spatiul metric (A,d) este compact.

Exemplul 3.1.25. Multimea A = [a,b] C R, a < b, este
compacta intrucat, conform Lemei lui Cesaro (vezi Propozitia
(1.1.11), orice sir de puncte din [a,b] contine un subsir con-
vergent gi cum [a, b] este inchis, limita acestui subsir apartine
lui A.

Exemplul 3.1.26. Multimea A = (a,b] C R, a < b, nu

1
este compacta deoarece sirul z,, = a + — nu contine nici un
n

subgir convergent la un punct din (a,b) (toate subsirurile lui
x, converg la a care nu apartine multimii A).

Definitia 3.1.19 Fie (X,d) un spatiuv metric arbitrar si A o
submultime a sa. O familie D = {D;|D; C X,i € I} de parti
ale lut X se numeste acoperire a mulfimit A daca

Ac| D
i€l
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Daca Dy C D g1 A C U D;, spunem ca D; este o
D;eD
subacoperire a [ui D.
O acoperire D a multimit A se va numi deschisa daca
elementele lui D sunt mulfimi deschise.

Exemplul 3.1.27. Fie A = (1,2) € R. Familia D for-

mata din intervalele D; = 1+ —,2 |, 1 = 2,3, ... formeaza
0

o acoperire deschisa pentru A deoarece pentru orice x € A

exista un ip € N* aga incat 1 + — < x, adica orice x € A se
0

afla in cel putin un interval D;.

Propozitia 3.1.5 (Lebesgue). Daca A este o multime
compacta in spatiul metric (X, d) iar D = {D;|li € I} este
o acoperire deschisa a lui A, atunci exista un € > 0 asa tncat
pentru orice x din A sa existe un i € I asa ca S(x,e) C D;.

Demonstratie. Vom proceda prin reducere la absurd.

Sa presupunem ca A este compacta dar pentru orice € >
0 exista un x. € A asa incat pentru orice ¢ € I, S(x.,¢) ¢ D;.
In particular, pentru e = 1 /n exista x,, € A astfel incat pentru
orice ¢ € I are loc

(o) 20, o

Deoarece A este compacta, sirul (z,) contine un sub
sir (z,,) convergent la un punct x € A. Cum D constituie
o acoperire pentru A, exista o multime D;, € D asa incat
x € D,,. Multimea D,, fiind deschisa exista o sfera deschisa
S(z,r) asa ca

S(z,r) C D, (3.2)
Din klim Tp, = € Arezulta ca exista un numar natural
—0Q

ko depinzand de r/2 asa ca pentru orice k > ko sa avem
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T, €5 (x, g), adica

d (zpy, ) < (3.3)

N3

1
Cum lim — = 0, exista un k1(r) € N aga incat pentru
k—oo M

orice k > k; sa rezulte

1 r
— <z 3.4
PR (3.4)
Fie ko = max{ko, k1}. Pentru orice k > ko, din relatiile
(3.2), (3.3) si (3.4) obtinem

1
S (xnk,n—k) C S(x,r) C Dy,

incluziune ce contrazice (3.1). Cu aceasta teorema este
demonstrata.

Propozitia 3.1.6 Daca A este o multime in spatiul metric
(X,d), atunci pentru orice ¢ > 0 exista o familie finita de
sfere deschise cu raza € care constituie o acoperire deschisa a
multimii A.

Demonstratie. Vom rationa tot prin reducere la absurd.
Presupunem ca A este o multime compacta in (X, d) aga incat
exista un € > 0 pentru care nu exista o acoperire finita cu sfere
deschise de raza ¢.

Fie x; € A; atunci sfera S(x1,e) 2 A. Alegem z, € A
asa incat zo € S(z1,¢).

Acum consideram sferele S(z1,¢) si S(x2, ), pentru care
A ¢ S(x1,e) U S(xq,e). Prin urmare, exista z3 € A asga ca
x3 € Asixg & S(x1,¢), x5 & S(2,€).

Din aproape in aproape, construim sirul (z,) de puncte
din A asa incat

zr, € Az, & S(x;,¢), i=1,n—1.
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De aici rezulta ca avem d(z,,x;) > ¢, 1 = 1,n — 1, pen-
tru orice n € N*. Prin urmare, sirul (z,) astfel construit cere
proprietatea ca x, € A pentru orice n € N*, dar

d(xy,, ) > €, pentru orice n,m € N*| (3.5)

cun #m.

Acum, se observa ca sirul (z,) nu poate contine nici un
subsir convergent, intrucat, daca ar exista un asemenea subsir
acesta ar trebui sa fie sir Cauchy, ceea ce ar contrazice (3.5) .

Asadar, sirul (x,) nu poate contine nici un subsir conver-
gent, ceea ce contrazice faptul cd A este o multime compacta.
In concluzie enuntul teoremei este adevarat.

Teorema 3.1.5 O mulfime A dintr-un spatiu metric (X,d)
este compacta daca st numai daca din orice acoperire deschisa
a sa se poate extrage o subacoperire finita.

Demonstratie. Sa consideram ca A este o multime com-
pacta. Fie D = {D;|i € I} o acoperire deschisa a multimii
compacte A. Conform Propozitiei 3.1.5 exista ¢ > 0 aga incat
pentru orice x € A sa existe ¢ € [ asa ca

S(z,¢) C D;. (3.6)

Din Propozitia 3.1.6, pentru acest € > 0 exista un numar
finit de sfere cu raza e care sa acopere multimea A, adica

AC O S(zk, €).

k=1
Din (3.6) rezulta ca S(xy,e) C D;y, pentru orice k =
1,2,...,n. Atunci
AC U Di,k7
k=1

adica din acoperirea D a lui A am extras o subacoperire finita
D, = {D; x|k =1,n} asa, ceea ce trebuia demonstrat.
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Reciproc, sa admitem ca din orice acoperire deschisa
a multimii A se poate extrage o subacoperire finita. Vom
rationa prin reducere la absurd. Sa presupunem ca A nu este
o multime compacta. Atunci, existd un gir (z,) C A care
nu contine nici un subsgir convergent, ceea ce Inseamna ca
multimea termenilor sai nu are nici un punct de acumulare.
De aici, rezulta ca pentru orice z € A exista o sfera S(z,¢e,)
care contine cel mult un numar finit de termeni ai girului (z,,)
deoarece, in caz contrar, ar exista un subsir al lui (x,,) care sa
convearga la x.

Familia D = {S(y,e,)|y € A} constituie o acoperire de-
schisa pentru A. Deci, din D se poate extrage o subacoperire
finita

Dy = {S(yi,ey,)li = T,m}.

Cum (z,) C A C Dy iar fiecare din sferele S(y;,¢,,)
contine cel mult un numar finit de termeni ai girului ()
rezulta ca sirul (z,) are un numar finit de termeni, ceea ce
constituie o contradictie. Prin urmare, multimea A este com-
pacta.

Teorema 3.1.6 Orice submultime compacta a unui spatiu
metric este marginita si inchisa.

Demonstratie. Sa consideram A o submultime compacta a
spatiului metric (X, d).

Mai intai, sa aratam ca A este marginita. Sa observam
ca familia sferelor deschise D = {S(z,1)|x € A} formeaza
o acoperire deschisa pentru A. Conform cu Teorema 3.1.5,
cum A este compacta, se poate extrage o subacoperire finita
Dy = {S(x;,1)|z; € A,i = 1,n}. Fie B = {z;]i = 1,n}, care
este finita si diametrul sau §(B) < oo.

Sa consideram acum z i y doua puncte arbitrare din
A. Atunci exista o sfera deschisa S(z;, 1) € Dy, care contine
pe z si, de asemenea, exista sfera deschisa S(z;,1) asa ca
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y € S(xj,1). Utilizand inegalitatea triunghiului, obtinem

pentru orice z,y din A. Asadar, §(A) < 2+0(B) < +00, ceea
ce ne arata ca A este marginita.

Acum, sa aratam ca A este inchisa, ceea ce este echiva-
lent cu C'(A) = z — A este deschisa. Fie  un punct arbitrar
din C(A) si fie y € A. Cum x # y, utilizand proprietatea de
separatie Hausdorff (Teorema 3.1.1) a spatiului metric (X, d)
rezulta ca exista sferele deschise S(y,ry) si S(z,7,,) asa Incat

S(y,ry) N S(x,7rs,) = P. (3.7)

Familia D = {S(y,r,)|y € A} este o acoperire deschisa
pentru A gi cum A este compacta exista o subacoperire finita
asa Dy = {S(yi,ry,)|i = 1,n} (Teorema 3.1.5).

Fiecarei sfere S(y;,r,,) 1i corespunde, pe baza lui (3.7),

o sfera deschisa S(x,r,.,,).
n

Fie r = min{r,,y;}; atunci S(z,r) = ﬂS(az,rwi) iar

i=1n im1
S(x,r) N A = ® deoarece A C US(yl-,ryi) si, din (3.7),

i=1
avem S(x,r) N S(y;,ry,) = ©. Asadar, S(z,r) C C(A), adica
C(A) este vecinatate pentru . Cum z a fost ales arbitrar in
C(A) rezulta ca multimea C'(A) este deschisa deoarece ea este
vecinatate pentru orice punct al ei.

Conditiile ca multimea A sa fie margnita gi inchisa sunt
necesare pentru ca A sa fie compacta. Aceste doua conditii nu
sunt, in general, suficiente pentru compactitatea unei multimii
intr-un spatiu metric.

Vom arata ca in spatiile R", n > 1, inzestrate cu metrica
euclidiana, aceste conditii sunt si suficiente.

Mai intai vom demonstra urmatorul rezultat general.
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Teorema 3.1.7 Daca (X, dy) si (Y, ds) sunt doud spatii met-
rice compacte, atunci i spatiul Z = X XY, inzestrat cu met-
rica din Propozitia 1.2.6, este compact

Demonstratie. Fie (z,) un gir arbitrar din Z, cu z, =
(TnyYn)y Tn € X, Yy € Y, n = 1,2,.... Cum (X,d;) este
compact, sirul (x,) contine un subsir (x,, )keny convergent la
x € X. Considerand subsirul (y,, )ren al sirului (y,,) si tinand
seama ca si (Y, ds) este compact, rezulta ca exista un subsir
(Yny, Jren al sau, convergent la un punct y € Y.
Tinand seama de Teorema 1.2.2 rezulta ca
hm ant = tliglo(xnkt’ynkt) = (ZL’, y)a

t—o0
ceea ce ne arata ca spatiul Z este compact.

Propozitia 3.1.7 Intervalul [a,b] din R, a < b, este o
multime compacta.

Demonstratie. Daca (x,) este un gir arbitrar din [a, b],
rezultd ca (x,) este marginit. Atunci, conform lemei lui
Cesaro (Propozitia 1.1.11) el contine un subsir (z,,) conver-
gent la un punct din R. Cum [a, b] este multime inchisa rezulta
ca x € [a,b]. Deci, [a,b] este o multime compacta in R.

Definitia 3.1.20 Fie [a;,b;], i = 1,n, n > 1, n intervale ale
lui R. Multimea P C R™, unde

P = [al,bl] X [(Zg,bz] X ... X [an,bn],
se numeste paralelipiped inchis in R".

Propozitia 3.1.8 Orice paralelipiped inchis din R", n > 1,
este o multime compacta.

Demonstratie. Valabilitatea propozotiei rezulta imediat,
utilizand Teorema 3.1.7 gi Propozitia 3.1.7.
Acum putem demonstra:
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Teorema 3.1.8 O submultime A a lui R™ (n > 1) este com-
pacta daca st numat daca este marginita si inchisa.

Demonstratie. Daca A este compacta, atunci pe baza Teo-
remei 3.1.6, deducem ca ea este marginita si inchisa.

Reciproc, sa admitem ca submultimea A a lui R™ este
marginita gi inchisa si sa aratam ca este compacta.

Cum A este marginita, exista un paralelipiped inchis P
aga incat A C P.

Fie (x,) un sir abritrar in A; atunci el este si in P si
cum P este o multime compacta rezulta ca exista un subsir
(2, ) convergent la un punct x € P. Dar x este punct aderent
multimii A si cum A este inchisd rezultd ca A = A (Teorema
3.1.3). Deducem ca = € A si deci A este compacta.

In finalul acestui paragraf vom introduce notiunea de
conexitate, care, intuitiv, descrie faptul ca o multime este
formata ”dintr-o bucata”, adica nu poate fi descompusa in
doua sau mai multe parti separate.

Definitia 3.1.21 Spatiul metric (X,d) se numeste conex
dacda nu exista doua mulfimi Dy, Dy deschise, nevide gi dis-
guncte astfel ca X = D1 U Dy. In caz contrar spatiul (X, d) se
numeste neconex sau disconex.

Deoarece Dy = C(Dy) si Dy = C(D;), rezulta ca
multimile Dy si D, sunt, in acelasi timp, si inchise, rezultand
imediat urmatorul rezultat:

Propozitia 3.1.9 Intr-un spatiu metric (X,d) urmdatoarele
afirmatii sunt echivalente:

1) (X,d) exte conex;

2) Nu exista doua mulfimi inchise Fy gi Fy, nevide §i dis-
juncte, asa incat X = Fy U Fy;

3) Singura multime nevida din X simultan deschisd gi
inchisa este intreg spatiul X .
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Definitia 3.1.22 O submultime A a spatiului metric (X.d)
este conexa daca (A,d) este un spatiu metric conex.

Altfel spus, A este conexa daca nu exista doud multimi
deschise in X, cu proprietatile:

1) DiNA#®, DoNA#d
2) AC D1UDs,
8) DiNDyNA=0.

Exemplul 3.1.28. Orice interval al lui R este o multime
conexa.

Sa demonstram acest fapt. Presupunem contrariul;
adica exista un interval A C R care este o multime neconexa.
Conform Definitiei 3.1.22; exista doua multimi deschise, nev-
ide, Dy si D5 in R aga incat

D1UD2:A, DlﬂDgzq)

Exista punctele a € Dy §i b € Dy, a # b (putem pre-
supune ca a < b). Cum A este interval rezulta ca si [a, b] este
interval si [a,b] C A. Notam ¢ = sup(D; N [a,b]). Cum D,
este, in acelasi timp, inchisa in A rezulta ca ¢ € D;. Insé
b € Dy si deci ¢ € Dy Nla,b), adica ¢ # b, deoarece, in caz
contrar, ¢ = b € Ds, ceea ce ar conduce la ¢ € Dy N Dy, lucru
absurd. Asadar, ¢ € DiN[a,b) si D; fiind deschisa in A exista
e > 0 astfel incat ¢+ € Dy Na,b), ceea ce contrazice faptul
ca sup(D;N[a, b)) = c. Prin urmare, presupunerea facuta este
falsa, rezultand ca A este conexa.

Observatia 3.1.4 Are loc si reciproca pentru afirmatia din
exemplul 3.1.28: orice submultime nevida st conexa a lui R
este un interval.

Vom rationa prin reducere la absurd. Sa admitem ca
exista o multime A C R conexa, care nu este interval. Atunci
exista trei puncte x1, T2, 3 din R aga incat x1,z3 € A, 11 <
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To < x3,iar ro ¢ A. Consideram multimile Dy = (—o0, 29)NA
si Dy = AN (29, +00). Evident ca D; si Dy sunt inchise in A,
DyUDy = Asi DN Dy =®. Prin urmare, A este o multime
neconexa, ceea ce constituie o contradictie. Asadar, A este
un interval. R

Exemplul 3.1.29. In spatiul metric R multimea A = (1,2)U
(3,4) este neconex. Intr-adeviir, multimile D; = (1,2) si
Dy = (3,4) sunt deschise, A = D; U Dy, iar DN DyNA = ®,
DinA=(1,2) #®, DoNA=(3,4) # .

Definitia 3.1.23 O multime deschisa si conexd se numeste
domeniu. O multime inchisa st conexa se numeste con-
tinuu.

Exemplul 3.1.30. O sfera deschisa din R™ este un domeniu,
iar una inchisa este un continuu.

3.2 Functii intre spatii metrice

Definitia 3.2.1 Fie (X,dy) si (Y, d2) doud spatii metrice. O
apliactie f : A — B, AC X si B CY, se numeste functie
definita intre doua spatii metrice.

Definitia 3.2.2 Daca X = R™", me N, m > 1 s Y = R,
atunci functia f : A — R, A C R™, se numeste functie
reald de o variabila vectoriala x = (z1,22,...,2,) € A
sau functie reala de m variabile reale si se noteaza prin

y=f(z) sauy = f(x1,22,...,Tm)-

Este evident ca wvalorile y ale functiei y =
flxy,z9,...,2,) depind de cele m wvariabile. Din punct
de vedere sistemic variabilele independente x1,xs,...,x,,
reprezinta marimi ce pot fi controlate sau precizate, numite
date de intrare, iar variabila dependenta y precizeaza
valoarea rezultata prin actiunea lui f asupra datelor de
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intrare gi se numeste data de iegire (v.fig.3.2.1).

Fig.3.2.1

Observatia 3.2.1 Functuile reale de mai multe variabile se
mai numesc i functii scalare sau campuri scalare.

Graficul unei functii reale de m variabile reale, definita
pe o multime A C R™, este o multime de puncte din R™,
ceea ce face sa avem o imagine geometrica numai pentru
m < 2. Astfel, daca m = 1 atunci functia y = f(z),
x € A C R are ca gi grafic o curba plana, iar daca m = 2
functia reald f: A CR? — R, y = f(z1,29) are ca si grafic o
suprafatd (X) in spatiul R? (v.fig.3.2.2).

Fig.3.2.2
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Definitia 3.2.3 Daca X = R™ si Y = RP, o functie [ :
A— B, ACX, BCY, se numeste functie vectoriala de
variabila vectoriala.

Daca x = (xy1,...,2,) € Alar y = (Y1,...,Yp) € B,
atunci functia vectoriala poate fi scrisa

y = f(),

iar desfagurat:

(Y1, yp) = (fi(zr, o zm), f(21, ooy xm), oo, (@, o )

unde f;, i = 1,p, sunt functii de m variabile reale definite pe
A cu valori in R.

Functiile y; = fi(z1,22,...,2,), ¢ = 1,p se numesc
componentele functiei vectoriale f.

Rezulta ca studiul unei functii vectoriale se reduce la
studiul unor functii reale de mai multe variabile reale.

Cazuri particulare. 3.2.1. Daca p = 1, atunci functia
vectoriala de variabila vectoriala se reduce la o functie reala
de mai multe variabile reale.
3.2.2. Daca p = 2 si m = 1, atunci functia vectoriala are
forma

(g1, 1) = (2,9) = F(1) = (hi(1), o(1)), tE€ACR,

de unde
x:fl(t)a y:f2<t>7 t€A7

care constituie reprezentarea parametrica a unei curbe
plane I (v.fig.3.2.3).
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Fig.3.2.3

3.2.3. Daca p = 3 i m = 1, atunci functia vectoriala are
forma

(1,42, 93) = (2,9,2) = F(6) = (f1(t), fo(t), fs(t)),t € ACR,
de unde
r = fl(t)ay = f2(t)7z = f3<t)7t € Aa

care constituie reprezentarea parametrica a unei curbe in
spatiu.

3.2.4. Daca p = 3 gsi m = 2, atunci functia vectoriala are
forma

(ylvaayS) = (:E,y, Z) = ?(uvv) =
= (fl(u,v),f2(u,v),f3(u,v)), (uvv) € A g R2,
de unde

T = fl(UJvU)vy = f2(u7v)>z = fS(u7U)> (U,’U) € A,

care constituie reprezentarea parametrica a unei
suprafete > in spatiu (v.fig.3.2.4).
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Fig.3.2.4

3.2.5. Daca p = 3 si m = 3, atunci o astfel de functie vecto-
riala se numeste camp vectorial.

De obicei, modelele matematice utilizate in descrierea

fenomenelor economice se descriu prin functii reale de mai
multe variabile reale.
Exemplul 3.2.1. Functia de productie. O problema des
intalnita in practica economica se refera la conditiile de com-
binare a factorilor pentru producerea unui produs Y de catre
o intreprindere: Daca conditiile tehnice ale productiei sunt
date, cantitatea y din produsul Y realizata depinde numai de
factorii variabili ai productiei folositi X, Xo,...,X,,. Daca
x1, T, ..., Ty, sunt cantitatile folosite din acesti factori, atunci
putem scrie functia de productie

y:f(x17x27"'7xm)7

care este o functie de m variabile reale.
Exemplul 3.2.2. Functia cererii. Sa presupunem ca n
marfuri de consum Y7, Ys, ..., Y, se vand la preturi invariabile
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T1,T2,...,T, Pe O piata cu concurentd, care consta dintr-un
numar de consumatori, cu gusturi si venituri date. In aceasta
situatie cantitatea 1, de marfa V), k = 1,n, cerutd pe piata
depinde numai de preturile tuturor marfurilor de pe piata.
Aceasta Inseamna ca functia cererii pentru marfa Y}, este

Y = fk($173€27 e >xn)7

care este o functie de n variabile. Functia cerere pentru toate
cele n marfuri va fi o functie vectoriala

(Y1,Y2, -y Yn) = (fi(xy, o yxn), oo fulTn, oo ).

In practica, intre functiile cerere ue = fr(xr, ..., 2),
k = 1,n, se studiazd anumite corelatii.
Exemplul 3.2.3. Functia costurilor de productie. Sa
admitem ca o intreprindere produce marfurile X, Xs,..., X,
in conditii tehnice de productie si conditii de aprovizionare
date. Atunci functia costurilor de productie este

y=f(z1,...,2,),

unde x1, xs, ..., T, sunt cantitatile de marfuri Ay, Ao, ..., A\,
produse, iar y este costul total. Pentru comoditate, in cazul a
doua marfuri X si Y functia costurilor se poate lua de forma
particulara

z=ax® +by* +cry +dx +ey+ f.

3.3 Limita unei functii intr-un punct

Fie (X, d;) si (X, ds2) doua spatii metrice, F' : A — Y,
A C X, o functie si z¢p un punct de acumulare al multimii A
(xo S A/)

Definitia 3.3.1 (cu vecinatati.) Spunem ca functia f are
limita in punctul xo, daca exista un punct | € Y astfel incat,
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pentru orice vecindtate U(l) a luil, exista o vecinatate V (xg)
asa incat, pentru orice x € V(xg) NA—{xo}, sa avem f(x) €
U(l), adica

f(V (o) N A= A{xo}) C U().

Seriem lim f(z) = 1.

T—T0o

Intuitiv notiunea de limita a functiei f in punctul
xro exprima faptul ca daca ne apropiem de xy prin puncte
din multimea A, atunci valorile functiei in aceste puncte se
apropie oricat de mult de punctul [ din Y.

Teorema 3.3.1 (de caracterizare a notiunii de limita.)
Fie f : A — (Y,ds), unde A C (X,dy) si xg € A'. Atunci
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) 1 este limita functiei f in punctul zo (definifia cu
vecinatati);

2) pentru orice sfera deschisa Sy (l,€) din spatiul metric Y
exista o sfera deschisa Sx(xg,0:) din spatiul metric X
astfel incat, pentru orice x € Sx(xg,0.) N A —{xo} sd
avem f(z) € Sy(l,e) (definitia cu sfere);

3) pentru orice € > 0 exista §. > 0 astfel incat pentru orice
r € A—{xo} cudi(x,x9) < 6. sa avem do(f(2),1) < e
(definitia cu ¢ si §);

4) pentru orice gir convergent de puncte din A — {xo} cu

lm 2, = 2o sd rezulte lim f(zn) Xy (definitia cu

n—oo

siruri sau definitia lui Heine)

Demonstratie. Sa aratam mai intai ca din 1) rezulta 2).
Luam U(l) = Sy(l,e), unde ¢ > 0 este arbitrar. Con-
form cu 1), exista o vecinatate V' (zg) asa incat, pentru orice
x € V(rg) NA—{zo} sa avem f(z) € U(l). Cum V(z) este
o vecinatate pentru xg, exista o sfera deschisa Sx(zg,d.) C
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V(o). Atunci pentru orice x € Sx(zo,d:) N A — {xo} avem
f(z) € U(l) = Sy(l,e), adica 2) este indeplinita.

Acum sa aratdam ca din 2) rezulta 3). Pentru aceasta
este suficient sa exprimam sferele gi conditiile de la 2) prin
inegalitati.

Sa demonstram acum ca din 3) rezulta 4). Fie (z,)
un gir de puncte din Agzo} cu lim =z, X xo. Din 3) rezulta

n—oo
ca, pentru orice ¢ > 0, exista 0. > 0 asa Incat, pentru orice
x € A—{xp} cudi(z,z) <. sa avem do(f(z),l) <e. Cum

: X C .
lim x, = xg, exista un ns, € N aga ca pentru orice n € N,

n—oo

n > ng. sa rezulte di(z,,z0) < 0. Atunci do(f(z),l) < €
pentru orice n € N, n > ns. = n.. Asadar, pentru orice € > 0
exista n. € N aga incat pentru orice n € N, n > n. sa avem
do(f(xy),1) < e, adica lim f(z,) =, ceea ce trebuia demon-
strat. e

Demonstratia teoremei este incheiata daca aratam ca
din 4) rezulta 1). Vom rationa prin reducere la absurd. Sa pre-
supunem ca exista o vecinatate U(l) a lui R astfel ca, oricare
ar fi V(o) o vecinatate a lui g, sa existe x € V(zg)NA—{xo}

pentru care f(z) & U(I).

Pentru orice n € N* luam V(z) = S { o, %) Atunci
exista x, € V(xg) N A — {xo} cu x, # zo asa incat f(z,) ¢
U(). Cum z, € S xo,% , avem dx (1, xg) < %, oricare ar

fi n € N*. De aici rezulta ca lim x, = zo. Conform cu 4),

n—oo

deducem ca lim f(x,) = [; atunci exista n; € N asga incat
n—oo

pentru orice n € N, n > n; sa avem f(x,) € U(l), ceea ce
contrazice f(x,) ¢ U(l). Prin urmare, presupunerea facuta
este falsa si deci din 4) rezulta 1).

Observatia 3.3.1 Afirmatiile 1) — 4) din teorema 3.3.1 fi-
ind echivalente logic, rezulta ca oricare din ele poate fi luata
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ca definitie a limiter unei functiic intr-un punct. In contin-
uare, noi vom folost mai mult definitia cu siruri deoarece ne
va permite ca sa obtinem proprietatile limitelor de functii din
proprietatile limitelor de siruri.

Observatia 3.3.2 Definitia limiter cu siruri a limtiei unei

functiv intr-un punct se utilizeaza la a dovedi ca o functie

nu are limita intr-un punct. Pentru aceasta este suficient sa

gasim un gir (z,), (x,) C A—{zo}, cu lim z,, = o asa incat
n—oo

lim f(x,) sd nu existe sau sa aflam doud siruri (w%l)) si (xg))

n—oo

din A — {xo}, ambele convergente la xo, pentru care girurile
(f(xg))) §i (f(:m(f))) sa aiba limite diferite in'Y'.

Teorema 3.3.2 Fie spatiile metrice (X,dy) si (Y,ds), A C
X, 0 A si f: A=Y o functie. Daca [ are limitd in xg,
atunci aceasta limita este unica.

Demonstratie. Valabilitatea afirmatiei rezulta aplicand
definitia cu giruri a limitei unei functii intr-un punct si tinand
seama ca limita unui sir de puncte dintr-un spatiu metric este
unica.

Teorema 3.3.3 Flie 7 cA—-RP,ACR™ m>1,p > 2,
functia vectoriala 7) = (fi,fo,--- fp), unde f; + A — R,

i=1,psizy € A. Atunci ? are limita | = (I, ly, ..., 1,) in
punctul xo daca gi numai daca exista lim f;(x) =1;, 1 =1,p.
Tr—2T0

Demonstratie. Afirmatia rezulta imediat folosind definitia
limtiei unei functii cu siruri si faptul ca in R™ convergenta unui
sir de elemente este echivalenta cu convergenta pe coordonate
(v.Teorema 1.2.2).

Observatia 3.3.3 Din Teorema 3.3.3 rezulta ca studiul lim-
itei functiilor vectoriale se reduce la studiul functiilor reale de
mai multe variabile reale f : A — R, A CR™.
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Daca zg = (a1,as9,...,a,) € A’ se obignuiegte a nota

lim f(x), x = (x1,29,...,2,) € R™, prin
T—x0
Illilra%l f(l‘l,l'g, s ,l‘m)
To—ag

Tm—am

Utilizand cele demonstrate la siruri pentru functiile care
iau valori reale rezulta:

Teorema 3.3.4 Fie f,g: A — R, unde A C (X,d) si zg €
A'. Daca exista lim f(x) =1 gi lim f(x) =1y, culy,ly € R,
T—T0

T—T0

atunci exista

1) lim (f + g)(x) si valoarea ei este Iy + lo;
r—xo

2) lim (f + g)(z) i valoarea ei este lyly;
T—x0

l
3) lim f(x) si valoarea ei este l—l, daca ly # 0 i g(x) #0

T—T0 2

pentru x € A.

Observatia 3.3.4 Dacd 1,1, € R, atunci pot sd apard asa
numitele “operatii fara sens”, care se elimina prin diferite
metode.

Observatia 3.3.5 Fie f: A — (Y,d), cu A CR, o functie gi

xg € A'. Daca exista Zh_g% f(x) =1, (respectiv Ilgg() flz) =14),
z<x(Q x>x(Q

atunci spunem ca [ are limita la stanga (respectiv limita

la dreapta) in punctul xo. Limitele la stinga si la dreapta
intr-un punct poarta numele de limita laterala.

Se arata ca f are limita in punctul zy daca si numai
daca exista atat limita la stanga [ cat si limita la dreapta Iy
in punctul xy pentru f si lim f(x) =1, = l,.

r—x0

Exemple. 3.3.1. Sa calculam
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2 .3
a) [ = lim v
z—0 2

,(1+a:)22x,x2—|—x+1)

2
T 2,2 Lorm+1
b) lg—lclil(} (l’y +1,(1+$y) y7m>

y—0

a) Avem

Im(1 + 2)% = lim[(1 + z)]> = e

z—0 z—0

de unde I; = (0,¢%,1).
b) Pentru [y avem

lilr(}(ﬁ Fy 1) =1 1111(}(1 _|_g;y)71y —¢

y—0 y—0

2 ) )
lim 236 . 5 = 0, deoarece f y | < z |21/| — .
de unde I, = (1,¢,0).
A i y o
3.3.2. Si se arate ci f(z,y) = ——2— nu are limitd in
r fz,y) x2+y2ur111

1

punctul (0,0) = ¢. Consideram girul de puncte 2, = (_a g>,
n'n

a € R i convergent la 6 = (0,0). Avem

adica limita sirului ( f( , ) depinde de «, de unde
n

rezulta ca functia f nu are limita in (0, 0).
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3.4 Continuitatea functiilor intre spatii
metrice

In acest paragraf vom adéanci studiul ideii intuitive de
"apropiere” a valorilor unei functii de valoarea ei intr—un
punct dat zy de indata ce valorile argumentului sunt suficient
de aproape de xg.

Fie (X, d;) si (Y, ds) doua spatii metricesi f: A—Y o
functie, unde A C X este o submultime a lui X.

Definitia 3.4.1 (cu vecinatati.) Spunem ca functia [ este
continua in punctul xq € A daca pentru orice vecinatate
U(f(x)) a lui f(xo) exista o vecinatate V(xg) a lui xo asa
incat pentru orice x € V(x) N A sa avem f(x) € U(f(xo)).

Daca functia f nu este continud in punctul xqg € A,
atunci spunem ca functia f este discontinua in punctul z
sau cd xo este punct de discontinuitate a functiei f.

Teorema 3.4.1 Functia f: A —Y, A C X, este continud in
punctul xo € A daca si numai dacd are loc una din situatiile:

i) sau xqy este punct izolat;

i1) sau xqy este punct de acumulare pentru A i

lim f(x) = f(zo).

r—x0
Demonstratie.

i) Intr-adevér, in orice punct izolat al domeniului de
definitie o functie este continua. Fie zy un punct izo-
lat pentru multimea A; atunci exista o vecinatate V' (z)
a sa, aga Incat V(xg) N A = {xo}. Acum, rezulta
ca pentru orice vecinatate U(f(xg)) exista o vecinatate
V' (zo) astfel incat, pentru orice x € V(xy) N A, sa avem

f(x) € U(f(x0))-
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ii) Sa admitea ca f este continua in punctul zy. Atunci
pentru orice vecinatate U(f(xo)) exista o vecinatate
V(zp) a lui zg aga incat pentru orice z € V() N A sa
avem f(x) € U(f(zo)). Evident ca aceasta afirmatie are
loc gi pentru = # xg, ceea ce implica lim f(x) = f(zo).

T—T(

Reciproc, daca presupunem ca lim f(zg) = f(zo),
T—xQ

atunci pentru orice U(zy), exista o vecinatate V (x() aga incat,
pentru orice x € V(z9)N(A—{xo}) sa avem f(x) € U(f(xo)).
Cum pentru x = zg € A avem evident f(zg) € U(f(xo),
rezulta ca pentru orice x € V(xo)NA avem f(z) € U(f(x))),
ceea ce ne arata ca f este continua in xg.

Observatia 3.4.1 Daca xq este punct de acumulare din A si
functia [ este continua in xg, atunci putem scrie

lim f(z)=f (lim a:) ,
T—X0 T—xQ

ceea ce me spune ca operatia de trecere la limita este per-
mutabila cu functia f.

Teorema 3.4.2 (de caracterizare a continuitatii in
punct). Fie f : A — (Y,dy) o functie, unde A C (X, dy)

si xg € A. Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) f este continud in punctul xo (definitia cu vecinatati

3.4.1)

2) pentru orice sfera deschisa Sy (f(zo),€) din spatiul met-
ricY, ezista o sfera deschisa Sy(xg,d.) din spatiul metric
X astfel incat, pentru orice v € Sx(xg,0.) N A sd avem

f(z) € Sy(f(xo),e) (definitia cu sfere);

3) pentru orice € > 0 exista §. > 0 astfel incat pentru orice
r € A cudi(z,x9) < 0, sa avem do(f(x), f(x0)) <
¢(definitia cu € si ¢);
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4) pentru orice gi convergent de puncte din A cu lim z, X

n—oo

xo sa rezulte lim f(x,) L f(xo) (definitie cu siruri).

Demonstratie. Valabilitatea teoremei rezulta imediat din
Teorema 3.3.1 de caracterizare a notiunii de limita.

Teorema 3.4.3 Fie f : A - R, ACR™ m>1,p> 2,
functia vectoriala f = (fi, fa,..., fp), unde fi : A - R, i =
1,p si zg € A. Atunci f este continud in punctul g € A,

daca i numai daca functiile f; sunt continue in xq, © = 1, p.

Demonstratie. Utilizand Teoremele 3.4.1 si 3.3.4, rezulta
imediat valabilitatea celor afirmate in enuntul teoremei.

Definitia 3.4.2 Fie f : A — (Y,ds), unde A C (X,d;), o
functie. Zicem ca functia f este continua pe D daca f este
continud in orice punct din D.

Exemple. 3.4.1. Fie (X,d) un spatiu metric si k£ un ele-
ment fixat din X. Functia f : X — X, f(x) = k, oricare
ar i x € X, este continua pe X deoarece daca xqg € X si
T, X, xg, atunci f(z,) k= f(xg), adica este satisfacuta
definitia cu siruri a continuitatii in x,.

3.4.2. Fie 1x : (X,d) — (X,d) aplicatia identica, adica
lx(x) = =z, oricare ar fi x € X. Atunci lx este con-
tinua pe X. intr—adevér, sa consideram un zy € X arbi-

trar; atunci pentru orice sir (x,) C X cu lim z,, = z avem

n—oo

. X . X .
lim 1,(z,) = lim x, = xy = 1x(x¢), ceea ce ne arata ca 1y
n—oo

n—oo

este continua in xg.
3.4.3. (Continuitatea functiilor compuse.) Fie (X, d;),
(Y,dy si (Z,d3) trei spatii metrice si fie functiile f : X — Y,
y:Y — Z. Daca f este continua in xg € X si g este continua
in f(xg) €Y, atunci g o f este continua in .

Folosim definitia cu siruri a continuitatii. Fie (x,) un
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. . ) . X . o o
sir arbitrar din X cu lim z, = xy. Din continuitatea lui f in

n—oo

xo rezulta lim f(z,) L f(xg). Acum, tinand seama de conti-
nuitatea lui g in f(zo), obtinem ca lim g(f(z,)) Z 9(f(xo)),

adica nlirrolo(g o f)(xy) 4 (g o f)(xg), ceea ce ne arata ca go f
este continua in zg € X.

3.4.4. (Prelungirea prin continuitate). Fie (X, d;) si
(Y, ds) doua spatii metrice, A C X si zp un punct de acumu-
lare din A. Daca f: A—{zo} — Y este o functie definita pe
A — {zo}, atunci am putea prelungi functia f la multimea A
in diferite moduri atribuindu-i lui f o valoarea arbitrara in x.

Daca exista lim f(x) Yie Y, am putea considera functia

T—T0

> >~ v | flz) ,dacax e A—{x},
fiA=Y, f(x)—{ [ ,daca x = xg,
care este, evident, o prelungire a lui f pe A.
Deoarece lim f(x) =1 = f(xg), rezulta ca f este con-
Tr—T0

tinua in zo. Functia f atagata functiei f poarta numele de
prelungirea functiei f prin continuitatea in punctul
Zg.
3.4.5. (Functii continue cu valori reale). Fie f, g :
(X,d) — R functii continue si A € R. Atunci:

1) f+ g, \f si fg sunt continue pe X;

2) / : X—{z € X|g(x) = 0} — Reste continua pe X —{z €

g
Xlg(z) = 0};
3) |f| este continua pe X.

Pentru a demonstra aceste afirmatii sa observam mai
intai ca daca xq este punct izolat, atunci valabilitatea celor
trei afirmatii rezulta din teorema 3.4.1, punctul i). Daca xg
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este punct de acumulare atunci afirmatiile 1) si 2) rezulta din
teorema 3.3.4, utilizand definitia cu giruri a continuitatii.
Pentru a demonstra 3) este suficient sa aratam ca daca

lim z, = zg,atunci lim |f(zn)| = |f(z0)]. Cum

n—oo

| 1)l = [ (o)l | < [f(zn) = [ (o),

pentru orice n € N, si din f continua in xj, obtinem ca
lim |f(z,)| = |f(x0)|, adica |f| este continua in x.
n—oo

3.4.6. (Continuitate laterald). Fie f : A — R, unde

A C R, sifie xg € A un punct acumulare pentru D. Daca ex-

ista limita la stanga in g, f(zo—0) = fs(xo) = lim f(z), iar
z<z(

fs(zo) = f(z0), atunci spunem ca f este continua la stanga

in zy. Daca exista limita la dreapta in g, f(zo+0) = fq(xo) =

lim f(x),iar fi(xo) = frzp)atunci spunem ca f este continua

T—xz()
x>x(Q

la dreapta in z.

Tinand seama de Observatie 3.3.5, deducem ca o functie
f este continua in x4 daca si numai daca f este continua atat
la stanga cat si la dreapta in punctul xg.

Punctul de acumulare zy € A se numeste punct de dis-
continuitate de speta (specia) intaia daca f nu este con-
tinua in xg, fs(xo) si fa(zo) exista, sunt finite i diferite. Punc-
tul o € A se numeste de discontinuitate de speta a 1I-a
daca este punct de discontinuitate gi nu este de speta intaia.

Daca xg € A este un punct de discontinuitate de speta
intaia pentru functie f, atunci expresiile

sf(xo) = | fa(wo) — fs(zo)|

osc (f;x0) = max{|fa(xo) — fs(zo)l, | f(z0) — fs(wo)l,
(o) = fa(zo)l}
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se numesc saltul lui f in z( si respectiv oscilatia lui f in
Zg.-
3.4.7. (Discontinuitatile functiilor monotone). O
functie monotona f, definita pe intervalul (a,b),

—00 < a < b < +oo, poate avea puncte de discontinuitate
numai de speta intaia.

Sa presupunem ca functia f este crescatoare si sa alegem
un punct zo arbitrar din (a, b). Exista punctele z, 25 € (a,b)
astfel incat =, < xo < . Pentru orice z € (x1,z() avem
f(z1) < f(x) < f(xg), de unde prin trecere la limita rezulta
flz1) < lim  f(z) < f(xo), ceea ce ne arata ca f(xg—0)
T — xg

T < Tg
este finiti. In mod analog, considerand x € (zg, x2), obtinem
ca f(xo+ 0) este finita. Prin urmare, daca zy este punct de
discontinuitate, atunci el este de speta intaia.
Din demonstratie rezulta ca pentru orice xy € (a,b) au
loc inegalitatile

f(zo —0) < f(x0) < f2o +0).

Definitia 3.4.3 Fie X si Y doua spatit liniare normate.
Spunem ca operatorul lintar T : X — Y este marginit daca
exista un numar M > 0 asa incat

1T ()|l < M|]], (3.8)
pentru orice x € X.

Vom arata ca in cazul operatorilor liniari, marginirea
este echivalenta cu continuitatea lor.

Teorema 3.4.4 Daca T este un operator liniar intre spatiile
liniare normate X si Y, atunci urmatoarele afirmatic sunt
echivalente:

1) T este continuu pe X ;
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2) T este continuu in originea 0z a spatiului X ;
3) T este marginit.

Demonstratie. Din 1) rezulta imediat deoarece T fiind con-
tinuu pe X este continuu in orice punct al lui X, deci si in
fz. Acum, sa aratam ca din 2) rezulta 3). Din faptul ca op-
eratorul T este continuu in #zx rezulta ca pentru orice € > 0
exista 0. asa incat, pentru orice z € X cu ||z| < J, sa avem

IT(z) — T(0z)|| = ||T(x)|| < e. In particular, luind & = 1
exista 0; > 0 asa incat din ||z|| < &; sa rezulte ||T(z)|| < 1.

Se observa ca (3.8) este verificata pentru x = 6.

J
Fie acum x # fx. Sa consideram y = 51H:C_H Atunci
x
J J
ly| = ‘ 21 HxH ‘ 21 < 41, ceea ce conduce la ||T'(y)|| < 1.
De aici obtinem
)| <L
H (2 ||$\|>H H2H96H

de unde 5,
adica

2
| T (o) < 5—||$H,
1

pentru orice x € X. Prin urmare, operatorul 7' este marginit.
Sa aratam ca 3) implica 1). Din faptul ca T este marginit
rezulta ca exista M > 0 aga incat (3.8) sa aiba loc.
Fie z, € X arbitrar. Pentru orice € > 0 i orice z € X,

aga Incat ||z — x| < %, avern

9
IT'(2) = T(@o)ll = [Tz — o)l = Mllx = zol| < M- -

I
™

ceea ce exprima continuitatea operatorului 7.
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Corolarul 3.4.1 Daca T : R" — RP este un operator liniar,
atunci el este continuu.

Demonstratie. Fie T = (I1,Ty,...,7,), wunde
T, : R" — R, i = 1,p. Daca T este operator liniar, atunci
rezulta ca si aplicatiile 7; sunt liniare.

Conform Teoremei 3.4.3, a arata ca 1" este un oeprator
liniar continuu revine la a aratd ca 7T}, i = 1, p, sunt functii
continue. Prin urmare, este suficient sa aratam ca un opera-
tor liniar 7' : R™ — R este continuu.

Fie B = {ejy,€q,...,e,} baza canonica a lui R". Daca
n

x € R™ atunci = (21, 29, ..., 2,) sideci x = g x;e;. Atunci
i=1

T(I‘) =T <Z xz‘ei) = Z xiT(ei)a

de unde, utilizand inegalitatea lui Cauchy—Schwartz—

Buniakowski, avem
1
n 2
(St) = s
i=1

ZmiT(ei) < (Z TQ(eZ-)>

pentru orice x € R”, care ne arata ca 1" este un operator liniar
marginit. Asadar, conform Teoremei 3.4.4, rezulta ca T este
operator continuu.

In continuare vom prezenta cateva proprietati cu privire
la transformarea multimilor deschise, respectiv inchise, com-
pacte si conexe printr-o aplicatie continua.

N|=

()| =

Teorema 3.4.5 Fie (X,dy) si (Y,d2) doua spatii metrice si
f X — Y o functie. Atunci urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

1) f este continua pe X;
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2) pentru orice multime deschisa D din'Y', imaginea inversd
F7YHD) este multime deschisd in X ;

3) pentru orice multime inchisa B din'Y, imaginea inversa
f~YB) este multime inchisd in X;

4) pentru orice submultime A a lui X, avem f(A) C f(A).

Demonstratie. Sa aratam ca din 1 rezulta 4). Fie z € A
agsa ca y = f(xr). Cum x € A rezultda ca exista un gir de

puncte (z,) din multimea A aga incat lim x, X 2. Din conti-

nuitatea lui f rezulta lim f(z,) L f(z) = y,adica am aratat
ca in multimea f(A) exista un gir de puncte (f(z,)) asa ca

lim f(x,) X y. Prin urmare, y € f(A), ceea ce ne arata ca

am dovedit incluziunea f(A4) C f(A).

Acum, sa aratam ca 4) implica 3). Fie B o multime
inchisa in Y, adicA B = B in Y. Notam f~*(B) cu A. Con-
form ipotezei 4) avem

f(A) C f(A)=f(f~1(B)) c B=B,

de unde
AcfH(fA) cfi(B)=A

Cum A C A, rezultd ci A = A, ceea ce ne arata ci
A = f~1(B) este inchisa in X.

Sa aratam ca 3) implica 2). Fie D o multime deschisa
in Y. Atunci B =Y — D este inchisa in Y. Conform ipotezei
3) multimea f~!(B) = f~}(Y — D) este inchisa in X. De aici
rezulta ca

X—f1B)=X-[f'(Y)-f(D)]=f(D)

este deschisa in X.
Mai avem de demonstrat ca din 2) rezulta 1). Fie zg
un punct arbitrar din X si D = Sy (f(x¢),¢) o sfera deschisa
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din Y. Conform ipotezei 2), multimea f~(D) este multime
deschisa in X. Rezultd cd f~!(D) este o vecinitate pentru
To € X.

Atunci exista o sferd Sx(z9,d.) C f~1(D) asa incat pen-
tru orice x € Sx(wg,d.) sa avem f(x) € Sy(f(xg),e) = D,
ceea ce ne arata ca f este continud in z (vezi Teorema 3.4.2).

Observatia 3.4.2 Multimea functiilor continue pe X cu val-
ori in'Y se noteaza prin C(X,Y).

Definitia 3.4.4 Fie (X,dy) si (Y,d2) doua spatii metrice si
f:ACX — Y o functie. Spunem ca f este uniform
continua pe A, dacd oricare ar fie > 0 exista d. > 0 (acelagi
pentru toate punctele x € A) astfel incat, oricare ar fi x1, x5 €
A cu proprietatea dy(z1,x2) < e are loc do( f(x1), f(22)) < €.

Propozitia 3.4.1 Daca f: A C X — Y este o functie uni-
form continua pe A, atunci f este continua pe A.

Demonstratie. Sa consideram x; un punct arbitrar din
A. Din faptul ca f este uniform continua pe A rezulta ca,
pentru orice € > 0, exista 0. > 0 astfel incat, pentru orice
x1,x9 € A cu dy(z1,22) < ¢, are loc da(f(x1), f(22)) < e.
Atunci, oricare ar fi x € A asga Incat di(x,zo) < 0, are loc
d(f(x), f(xg)) < €, adica f este continua in xy. Cum xq a fost
ales arbitrar din A, rezulta ca f este continua pe A.

Observatia 3.4.3 Reciproca Propozitier 3.4.1 este falsa,
adica exista functii continue pe o mulfime, care nu sunt uni-
form continue.

Exemplul 3.4.8. Fie f : (0, 1] — R definita prin f(z) = 1/x,
€ (0,1]. Se observa ca f este continua pe (0, 1].

Sa presupunem ca f este uniform continua pe (0, 1],
adica pentru orice ¢ > 0 exista un 9. > 0, acelasi pentru
toate punctele x € (0, 1], aga Incat pentru orice z1,xs € (0, 1]
cu proprietatea |z, — x2| < 0. sa aiba loc |f(z1) — f(xg)] < €.
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Sa luam, in particular, € = 1/2, cand obtinem ca exista (5% >0
astfel incat pentru orice z1, 25 € (0,1] cu |x; — 2| < 01, avem

1 1 1
T i) 2
Fiexy =1/ngiza =1/(n+1) cun € N* ales aga incat
< 01/2. Atunci | | < 2 <0
— . Atunci, cum |z — 23| = —= < — ar
n 1/2 ’ ! 2 nn+1) n 2’
1 1
trebui ca | — — —| = |n— (n+ 1) =1 < =, ceea ce con-
il T 2

stituie o contradictie. Prin urmare, presupunerea facuta este
falsa deci f nu este uniform continua pe (0, 1].

Observatia 3.4.4 Uniform continuitatea este o proprietate
globala pentru o functie, referindu-se la intreqg domeniul de
definitie, al functiei, in timp ce, continuitatea unei functii
intr-un punct este o proprietate locala.

Definitia 3.4.5 Fie (X,dy) si (Y,dy) doud spatii metrice.
Spunem ca aplicatia f : A C X — Y este lipschitziana pe
A, daca exista un numar o > 0 astfel incat oricare ar fi
x1,T9 € A, are loc do(f(x1), f(x2)) < ady(x1,22). Se mai zice
ca f este lipschitziana in raport cu o, sau a—lipschitziand.

Propozitia 3.4.2 Orice contractie a unui spafiu metric
(X,d) este o functie lipschitziand.

Demonstratie. Fie f o contractie a lui X. Atunci, conform
Definitiei 1.2.8, exista o € [0,1) asa ca pentru orice x1, x5 €
X, avem d(f(xy1), f(22)) < ad(zq, xs), care ne arata ca f este
lipschitziana.

Propozitia 3.4.3 Orice functie lipschitziana este uniform
continua.

Demonstratie. Fie f : A C (X,d;) — (Y,d2) o functie
a—lipschitziana pe A, adica pentru orice xq,x9 € A, are loc
dQ(f(J,’l),f(LUQ)) < Oéd1<1‘1,l’2>. Fie ¢ > 0. Daca a = O,a
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tunci do(f(21), f(z2)) < 0, pentru orice 1,29 € A. Rezulta
ca f(x1) = f(x2) oricare ar fi x1, 25 € A, deci f este constanta
pe A si prin urmare este uniform continua pe A.

Daca a > 0, luand 6. = ¢/a, atunci pentru orice
xT1,To € A cu dl(l'l,xg) < (55, are loc dg(f(Il),f(.Tg)) <

ady(z1,m9) < a- — = g, ceea ce ne arata ca f este uniform

€

. (V] a
continua pe A.

Acum, sa facem cateva precizari asupra functiilor con-

tinue pe multimi compacte.

Teorema 3.4.6 Fie (X, dy) si (Y,ds) doud spatii metrice i
f X — Y o functie continua. Daca A este o submultime

compacta a lui X, atunci f(A) este o submultime compactd a
lur Y.

Demonstratie. Fie (y,) un gir din f(A). Atunci, pentru
orice n € N, exista z,, € K, aga incat f(x,) = y,. Multimea
K fiind compacta, conform cu Definitia 3.1.18, sirul (x,)
contine un subsir (x,,) convergent. Din continuitatea lui f
rezulta ca sirul (f(z,,)) este un subsir convergent al sirului
(yn) si prin urmare, f(A) este o multime compacta din Y.

Definitia 3.4.6 Fie (X,dy) si (Y,dy) doua spatii metrice.
Spunem ca o functie f : A C X — Y este marginita daca
mulfimea f(A) este marginita in'Y .

Acum, din Teorema 3.4.6 obtinem urmatorul rezultat.

Corolarul 3.4.2 Orice functie continua pe un compact dintr-
un spaiu metric este marginita.

Demonstratie. Fie f: A C (X,d;) — (Y, ds) o functie con-
tinua si A o submultime compacta a lui X; conform Teoremei
3.4.6 rezulta ca f(A) este compacta in Y. Atunci f(A) este
mdrginita in Y si deci functia f este marginita pe A.

In caz particular, din Corolarul 3.4.2 obtinem urmatorul
rezultat cunoscut din liceu:
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Corolarul 3.4.3 Daca functia f : [a,b] — R este continud,
atunci [ este marginita.

Observatia 3.4.5 Daca mulfimea A, pe care functia f este
continua, nu este compacta, atunci rezultatul Corolarulus
3.4.2 nu se mai pastreaza.

Intr-adevir, dacd considerim functia f : (0,2) — R
definita prin f(z) = 1/x; pentru orice = € (0,2), aceasta este
continua pe (0,2), dar f(0,2) = (1/2,00) si deci f nu este
marginita.

Definitia 3.4.7 Fie (X,d) un spativ metric, f : X — R o

functie, M = sup f(x) — marginea superioarda a lui f pe X i,
zeX
respectiv, m = m)f(f(x) — marginea inferioara a lui f pe X.
xe
Spunem, ca f it atinge marginea superioara, respec-
tiv marginea inferioara pe multimea X daca exista un
punct 1 € X, respectiv un punct xs € X, asa ca M = f(x1)
, respectiv f(xy) = m.
Spunem ca f isi atinge marginile pe X daca f isi
atinge atat marginea superioarda cat si marginea inferioard pe
X.

Teorema 3.4.7 (Weierstrass). Dacd A este o submultime
compacta a spativlui metric (X,d) si f : X — R este con-
tinua, atunci f isi atinge marginile pe multimea A.

Demonstratie. Pe baza Corolarului 3.4.2 rezulta ca f(A)

este marginita in R. Fie M = sugf(x) sim = 1I€1£f(l'>
z€ x

Deoarece M si m sunt puncte aderente pentru multimea f(A)
rezults ¢ M € f(A) si m € f(A). Din f(A) este com-
pacta rezulta ca este multime inchisa si atunci M € f(A) si
m € f(A).

Deci, rezulta ca exista z; € A asa incat f(xy) = M si
exista xo € A aga ca f(xg) = m, ceea ce ne arata ca f isi
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atinge marginile pe A.
In particular, din Teorema 3.4.7 obtinem cunoscuta teo-
rema a lui Weierstrass studiata in liceu.

Corolarul 3.4.4 Functia f : [a,b] — R continud pe [a, ] este
marginita §i isi atinge marginile pe |a, b].

Dam acum o reciproca pentru Propozitia 3.4.1.

Teorema 3.4.8 (Cantor.) Fie (X,dy) si (Y,ds) doud spatii
metrice. Daca f: AC X — Y este o functie continud pe A,
tar A este o multime compacta in X, atunci f este uniform
continua pe A.

Demonstratie. Presupunem ca f nu este uniform continua.
Atunci, exista un £y > 0 asa incat pentru orice § > 0 ex-
ista z15,225 € A cu proprietatea ca di(z15,%25) < 0 s
do(f(215), f(225)) = €0.

In particular, dacd 6 = 1/n cu n € N* gi notam
Tis = Tp, Tos = Yp obtinem sirurile (z,), (y,) din A cu
proprietatea ca di(z,, yn) < 6 si do(f(xn), f(yn)) > €o.

Din faptul ca multimea A este compacta rezulta ca sirul
() contine un subsir (z,,) convergent la punctul zy € A.
Consideram subsirul (y,, ) a sirului (y,). Cum

1
d1(Yny,» o) < di(Yny,s Tny,) + di (@, o) < — di(zp,, To)
k

i
1
lim <— + di (2, , x0) :) =0,

k—oo \ N

UV AV Y
rezulta ca lim d;(y,,,xo) = 0, adica lim y,, = x.
n—oo n—oo

Functia f fiind continua, rezulta ca

1=

f(xo)v

lim f(xy,) = f(mo) si kh_{ilo f(ny)

k—oo
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de unde
khjgo dz(f(x"k)a f(ynk)> - O,

care este in contradictie cu do(f(x,), f(yn)) > €o.

Asadar, f este uniform continua pe A.

In incheierea acestui paragraf sa abordam cateva pro-
prietati ale functiilor continue pe multimi conexe.

Teorema 3.4.9 Fie (X,dy) si (Y,d2) doua spatii metrice si
f:ACX =Y o functie continua pe A. Daca A este conexd
in X, atunci f(A) este conexd in Y.

Demonstratie. Vom proceda prin reducere la absurd. Sa
presupunem contrariul. Atunci exista doua multimi nevide.
Dy, D5, deschise in Y, asa ca

DinDynf(A) =0, Dinf(A)#0, Dynf(A)#0 (3.9)
f(A) C Dy U Ds.

Din faptul ca f este continua, pe baza Teoremei 3.4.5,
rezultd cd mulgimile A; = f~1(D;) gi Ay = f71(D,) sunt
deschise in X. In plus, Ay £ 0, Ay # 0, AN A NA =
fHD)NfH(D)NA=fH(DiNDy)NA=0, AyNAF#0,
AyNA#Dsi AC ArUA, De aici, rezulta ca A este
neconexa, ceea ce este o contradictie. Prin urmare, f(A) este
conexa in Y.

Corolarul 3.4.5 (Proprietatea valorilor intermediare).
Fie (X,d) un spatiu metric si A o submulfime conexd a sa.
Daca functia f : A — R este continua pe A, a,b € A si
f(a) < f(b), atunci pentru orice X € (f(a), f(b)) ezistacy € A
asa ca f(cy) = A.

Demonstratie. Din Teorema 3.4.9 rezulta ca f(A) este
conexa. De aici, pe baza Observatiei 3.1.4, deducem ca f(A)
este interval. Prin urmare, daca f(a), f(b) € f(A)atunci
intervalul (f(a), f(b)) este inclus in f(A), de unde rezulta
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afirmatia din Corolar.
Din Corolarul 3.4.5 obtinem rezultatul cunoscut:

Corolarul 3.4.6 Daca I este un interval al lui R si f: I —
R este o functie continua pe I, atunci multimea f(I) este un
interval.

Definitia 3.4.8 Fie (X,dy) si (Y,dy doud spatii metrice.
Spunem ca functia f : X — Y are proprietatea lui Dar-
boux daca transforma orice submultime conexa a lui X intr-o
submultime conexa a lui Y.

Observatia 3.4.6 Teorema 3.4.9 ne spune ca orice functie
continua are proprietatea lur Darbouz.

Observatia 3.4.7 In particular, o functie reala f : I — R,
I interval din R, are proprietatea Darbouzx daca pentru orice
a,b € I cua < b si pentru orice A € (f(a), f(b)) sau X €
(f(b), f(a)), exista un element ¢y € (a,b) asa ca f(cy) = A

Propozitia 3.4.4 Fie f : I — R o functie, unde I este un
interval al lui R. Daca f are proprietatea lui Darboux, atunci
f poate avea numai discontinuitati de speta a doua.

Demonstratie. Vom folosi metoda reducerii la absurd. Pre-
supunem ca functia f are un punct zy € I de discontinui-
tate de speta intaia. Atunci, exista limitele laterale fy(xg)
si fa(wo) finite si ori f(zo) # fs(xo), ori f(xo) # fa(wo). S&
presupunem ca f(zg) < fa(xp). Consideram A\ € R aga incat
f(zo) < A < fa(zo); de aici, avem fq(xo)—A > 0. Din definitia
limitei rezulta ca pentru e = fy(ro) — A > 0 exista d. > 0 asa
ca, pentru orice = € (xg, o + ), s avem

|f(z) = fa(wo)| < &= falwo) — A,

de unde f(x) > A, pentru orice x € (xg, zo + J.).
Cum zy + 9./2 € (xg,z0 + 6c), avem f(z + 6./2) >
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A > f(xg), adica A\ este valoare intermediara. Atunci, din
faptul ca f are proprietatea lui Darboux rezulta ca exista
cx € (o, mo+9:) aga ca f(cyn) = A, ceea ce contrazice f(x) > A,
pentru orice x € (xg, o+ J:). Presupunerea facuta este falsa,
rezultand ca f nu poate avea decat puncte de discontinuitate
de speta a doua.

Corolarul 3.4.7 Fie f : I — R o functie, unde I este un
interval al lut R. Daca f este monotona si are proprietatea
lui Darbouzx, atunci f este continua pe I.

Demonstratie. Conform Exemplului 3.4.3 functia f fiind
monotona ar putea avea numai discontinuitati de speta intaia,
iar, conform Propozitiei 3.4.4, posedand proprietatea Dar-
boux, poate avea numai discontinuitati de speta a doua. Prin
urmare, f trebuie sa fie continua.

Teorema 3.4.10 Fie I un interval al lui R, f : I — R o
functie continua st J = f(I). Atunci f este o bijectie de la I
la J daca gi numai daca f este strict monotona. In acest caz
inversa f~' : J — I este, de asemenea, strict monotond (de
acelagi sens) si continud.

Demonstratie. Sa consideram ca f nu este strict monotona.
Atunci exista trei puncte xq,x9,23 In I aga ca r1 < Ty <
zy dar f(z1) > f(z2) s f(z2) < f(z3) (sau f(z1) < f(22)
si f(z2) > f(x3)). Fie A = min(f(z1), f(22)) si p = (A +
f(z2))/2. Fara a influenta rigurozitatea demonstratiei, putem
alege A = f(z1). Atunci

A+ flae) - fa) + f(x2)

si cum f, fiind continua, are proprietatea lui Darboux, rezulta
ca exista ¢ € (r1,22) asa ca u = f(c). Dar avem si

A+ f(x2)
=5
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rezulta de aici ca exista d € (xq,x3) asa ca f(d) = p. Rezulta
ca f(c) = f(d) si fum f este bijectiva obtinem ¢ = d, ceea ce
este imposibil deoarece r1 < ¢ < x5 < d < x3.

Asadar, presupunerea facuta este falsa. Rezulta ca f
este strict monotona.

Reciproc, sa consideram ca f : [ — J este strict mono-
tona si continua. De aici, rezulta ca f este injectiva (strict
monotona) si surjectiva (J = f(I)), deci f este bijectiva.

Fara a restrange generalitatea, sa presupunem ca f este
strict crescatoare si sa aratam ca si f~!: J — I are aceeasi
proprietate.

Fie y1, y» din J cu y; < y». Notam cu z; = f~1(y;)
§icuxzy = fH(yo). Atunci f(z1) = y1 §i f(22) = yo. Cum
7! este injectiva, avem f~1(y;) # f1(y2). Dacd am avea
Y y1) > f'y2), atunci, cum f este strict crescitoare,
rezulta f(f~'(y1)) > f(f*(y2)), de unde y; > ys, ceea ce este
in contradictie cuy; < 3. Ramane ca f~(y1) < f~1(y2), ceea
ce arata ca f~! este strict crescatoare. Cum f~! este strict
monotona si poseda proprietatea lui Darboux, de unde, pe
baza Corolarului 3.4.7, rezultd ca f~! este continua.

Observatia 3.4.8 Utilizand aceasta teorema, se arala cu
usurinta ca functiile inverse ale principalelor functii ele-
mentare sunt continue.

3.5 Probleme
1. Calculati limitele urmatoarelor functii in punctele indicate:
2
a) f:R—={0} =R, f(z) =zsin—, in x = 0;
x

b) f:R—{l}eR,f(x)zgx—_ll,inle;

) £ R = {(0.0)} = R, f(2.9) = T in (0.0)
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d) f{y) eR|e>1y>1}— R,

(z=1)(y—=1)
fla,y) = 2+ ay —z —y)VeTra T in (1, 1);
) 5y3
e) f : R - {(070)} - R? f(‘ray) = ma m (070)7

) £ R = {(0,0)} — R, f(r,5) = wln(s? +y?), in (0,0).
2. Sa se arate ca functia f: R — R

1 ,2€eQ
ﬂ@:{o,xeR—@

nu are limita in nici un punct. B B
3. S4 se determine A, ExtA4, FrA, 4, A’ in R, unde:

a) A={a1,aq,...,a,};
b) A=[2,4]U (5,6) U{T};
c) A=Q;

@A:{%hew}
4. Fie R? inzestrat cu metrica euclidiand. Aflati A, ExtA,
FrA, Asi A’ in R? pentru multimea

A={(v,y) e R*2*+y* > 1,2° + y* — 22 < 0}.

5. Reprezentati grafic in R? multimile:

a) A=1[2,3] x [3,4];

b) A=[-1,1] x {1,3};

c) A={(z,y) € R*4 < 22 +¢* < 9}.
6. Reprezentati grafic in R multimile:

a) A=1[2,3] x[3,4] x [-2,2];
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b) A=12,3] x [-3,3] x {1, 2};

o) A={(z,y,2)lr+y+z=1}
d) A= {(z,y,2)|]1 <a®+y?+ 2% < 4}.

7. Studiati continuitatea urmatoarelor functii:
3 -1
,r #0
a) f:R—=R, f(z) = v
In3 ,x =10
22 req
b) f:R—=R, f(z) =
2v ,xeR—-Q
(T = .
se v, dacay #0,r €R

c) f:R* =R, f(z,y) =

d) f:R2 =R, fz,y) =

v
L 0 , dacay=0,r € R

(

1
rsin— | dacay#0,z€R
Yy

L 0 , dacay=0,r e R

e) f:{(z,v, )€R3\:U>Oy>0 z>0} - R,

(1+ ayz) 7 | daci (x,y,2) £ (0,0,0)

f(aj’y?Z) =

0 , daca (z,y,2) = (0,0,0).

8.Fie f : R3 — R? definitd prin f(z,y,2) = (2,2 +y + 2),
oricare ar fi (z,y,z) € R3. Aratati cd f este continud pe R3.

9.

Fie f,g : (X,d1) — (Y,ds), doua functii continue pe X.

Aratati ca multimea A = {x € X|f(z) = g(x)} este inchisa.

10. Fie f, g

: (X, d) — R doua functii continue pe X. Aratati

ca multimea A = {z € X|f(x) < g(z)} este deschisa.

11.

Fie (X,d) un spatiu metric. Aratati ca functia d :
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X x X — R este continua pe X x X.

12. Fie (X,d) un spatiu metric. Aratati ca reuniunea
si intersectia a doua submultimi compacte ale lui X sunt
multimi compacte.

13. Sa se arate ca orice functie uniform continua transforma
un sir Cauchy intr-un sir Cauchy.

14. Sa se arate ca nu exista functii continue:

a) care sa aplice intervalul [2,3] din R pe intervalul (2, 3);
b) care sa aplice intervalul [1, 3] pe R.

15. Sa se arate ca functia f: [0,1] — R,
1 , daca x =0
fz) = -
sin — , daca x € (0,1]
x
nu este continua in x = 0, dar f are proprietatea lui Darboux.
16. Sa se arate ca urmatoarele multimi sunt conexe:
a) A={(z,y) eR*a®+y* < 1}
b) A={(x,y,2) e R}z +y* + (2 —1)? < 1};

o) A={(z,y) eR?|(x — 1) +y* < 1} U{(z,y) € R*|(z +
1)2 +y* <1}
17. Sa se arate ca ecuatia x - 3° = 1 are cel putin o solutie pe
intervalul [0, 1].
18. Fie f : [a,b] — R o functie continua. Sa se arate ca
exista ¢ € (a,b) asa Incat

fle)= +
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3.6 Test de verificare a cunostintelor nr. 3

1. Definiti urmatoarele notiuni:

a) Functie intre doua spatii metrice;

b) Limita unei functii intre doua spatii metrice
(definitia cu siruri);

¢) Functie continua intr-un punct (f : (X, dy) — (Y, d2)
cu (X,dy) si (Y, ds) spatii metrice);

d) Functie vectoriala,;

e) Functie uniform continua.

2. Sa se demonstreze ca o functie f : R — R periodica si
care nu este constanta nu are limita la +o0 si —o0.

3. Calculati L = lim (2 + 35)%.

4. a) Fie functia f : [O, g} — R,

1
2% sin —

flr) = s oeAo

sinx

1 ,x =0.
Sa se studieze continuitatea functiei f.

b) Se da functia f : [a,b] — [a,b] continua pe [a, b]. Sa
se arate ca (3) ¢ € [a,b] astfel incat f(c) = c.

5. a) Folosind definitia sa se arate ca:

lim 2+ ay) =4
(x,y)—>(173)( 2

b) Aratati cu ajutorul definitiei cu siruri ca functia
2
flz,y) = Y (x,y) # (0,0) nu are limita in

)
x? + 92
origine.
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6. Aratati cu ajutorul definitiei cu siruri ca functia

2

+ 2z o

flz,y) = 3/2—2, y* — 2z # 0 nu are limita in origine.
y? —2x

7. Cercetati limitele iterate si limita globald (daca este
cazul) in origine pentru functia:
-yttt

a) f(l'7y)— a?—i—y 7$+y7é07

b) flz,y) = :vsini, y #0.

8. Calculati:

a) L= lim it

(z.9)—(0,0) /oy + 1 — 1’
b) L= lim sinfry)

(zy)—(0,0) T

9. Studiati uniform continuitatea functiei:

1
fz) = arctgl e ,  x€(1,00).

10. Studiati uniform continuitatea functiei:

F:(1,2)x (1,2) = R, f(ac,y):g.
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Capitolul 4

Derivarea functiilor reale

7 Activitatea este singura cale spre cunoastere”

(G. B. Shaw)

In acest capitol vom trece in revista notiunea de
derivata pentru o functie reala de o variabila reala si pro-
prietatile ei mai principale, multe dintre ele cunoscute din
liceu.

Am vazut ca multe fenomele siintifice, in particular eco-
nomice, sunt descrise prin functii y = f(z), pentru care tre-
buie sa studiem viteza variatie a lui y cand z variaza. Re-
zolvarea acestei probleme fundamentale a stiintei se face cu
ajutorul derivatei.

In domeniul economic cu ajutorul derivatei se introduc
doua concepte importante: conceptul de medie si concep-
tul marginal. Conceptul de medie exprima variatia lui y pe
intreg intervalul de valori ale lui x, iar conceptul marginal se
refera la variatia lui y ”la margine”, adica corespunzator unor
variatii foarte mici ale lui x pornind de la o valoare data.
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4.1 Definitia derivatei si proprietatile ei de
baza

Fie functia f : A — R, unde A este o submultime a lui
R si fie xg € A un punct de acumulare pentru A.

Definitia 4.1.1 Spunem ca functia f are derivata in
punctul zy daca exista in R limita

f(z) — f(xo)

b

lim
T—xo r — I
notata, de obicei, cu f'(xg).
Daca derivata f'(xo) exista si este finita zicem ca functia
[ este derivabila in punctul zg. Daca f'(xg) = +oo sau
f'(x) = —o0, atunci vom spune ca [ are derivata infinita
in punctul z,.

Propozitia 4.1.1 Daca functia f : A — R este derivabila in
xg € ANA', atunci f este continua in xg.

Demonstratie. Din ipoteza avem ca exista si este finita

o @) = flwo)

Tr—T0 xr — :L'O

= ['(xo)-
Se observa ca pentru orice x € A — {zo}, avem

) = flxo)

T — Xo

f(x) = (v — x0) + f(20),

de unde prin trecere la limita obtinem lim f(z) = f(x¢), ceea

T—T0

ce ne arata ca f este continua in z.

Observatia 4.1.1 Reciproca Propozitiei 4.1.1 este falsa
deoarece exista functii continue intr-un punct care nu sunt
derivabile in acel punct. Pentru aceasta, este suficient sa con-
sideram functia f(z) = |z|, x € R, care este continua pe R
dar nu este derivabila in 0.
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Definitia 4.1.2 Daca functia f: A — R, A C R, este deriv-
abila in orice punct al unei submultimi B a lui A, atunci
spunem ca f este derivabila pe B.

Daca B este formata din toate punctele lui A in care
functia f este derivabila, atunci B se numeste domeniul de
derivabilitate a lui f.

In acest caz, functia definita pe B cu valori reale care
asociaza fiecarui punct x € B derivata f'(x) in punctul z se
numeste derivata lui f pe multimea B si notam prin f’.

Operatia prin care din functia f obtinem functia f’ se
numeste operatie de derivare.

Definitia 4.1.3 Fie f : ACR — R gt xg € A un punct de
acumulare pentru AN (—oo, xy). Dacd ezista limita

&) = o)

Y T — X

atunci numim aceasta limita derivata la stanga a functies
f in punctul xy.

Daca o € A este punct de acumulare pentru A N
(xo, +00) i exista limita

fieo) = tip, FE=L)

atunci numim aceasta limita derivata la dreapta a functiei
f in punctul xg.

Daca fl(xg), respectiv f(xg), este finitd, atunci spunem
ca f este derivabila la stanga, respectiv la dreapta, in
punctul xg.

Observatia 4.1.2 Daca functia f este definita pe un interval
la, b] si are derivata la dreapta in punctul a, respectiv la stanga
in punctul b, atunci convenim sa spunem ca [ are derivatd in
a, respectiv in b.
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Din legatura intre limita unei functii intr-un punct si
limitele laterale in acel punct, obtinem:

Propozitia 4.1.2 O funcfie f : A C R — R are
derivata in punctul x € AN A daca si numai daca f
are derivata la dreapta si la stanga in punctul xo, iar

fi(wo) = falwo) = [' (o).

Teorema 4.1.1 Fie f,g : A — R doua functii derivabile in
x9 € ANA si A € R. Atunci sunt variabile afirmatiile:

1) Suma f + g este derivabila in xo $i
(f +9)(x0) = f'(x0) + g (20);
2) Produsul \f este derivabild si
(Af) (o) = Af'(wo);
3) Produsul fg este derivabild in xq $i
(f9)'(xo) = f'(x0)g'(w0) + f(w0)g' (o).

4) Daca g(xo) # 0, atunci functia cat f/g este derivabila in
To $t

i / ) — J'(x0)g(x0) — f(20)g'(0)
(5) FIEn)

Demonstratia teoremei se face utilizand definitia
derivatei. De exemplu, sa demonstram afirmatia de la 3).
Avem

(f9)(x) = (fg)(0) f(x)g(x) — f(w0)g(wo)

lim = lim =
o 9@ — S0l + Fo)lge) — ()]
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— lim g(o)T @)y, Fmollole) —g(m)]

r—x0 T — 2o T—x0 T — To

= g(w0) f'(w0) + f(20)g' (20),

ceea ce trebuia demonstrat.

Teorema 4.1.2 (Derivarea functiilor compuse sau reg-
ula lantului) Fie f : I CR—-JCR,g:J =R, I siJ
fiind intervale. Daca f este derivabila in punctul xo € I si
g este deriabila in punctul f(zo), atunci functia h : I — R,
h(z) = g(f(zo)) (h = go f) este derivabila in punctul xo $i
h(zo) = g'(f(20)) [ (x0) adica (goh) = (g"o f)f".

Demonstratie. Consideram functia ajutatoare u : J — R,
definita prin

9(y) — 9(wo) .
u) = g GV Fw (1)
gl(yo) , daca y =yo = f(l’o)

Cum lim u(y) = ¢'(yo) rezultd c& u este continud in
y—yo
punctul yo = f(x). Din (4.1) obtinem:

9(y) — g(vo) = u(y) - (y — yo), pentru orice y € J

Deci avem

9(f(x)) = 9(f(x0)) = u(f(x0))(f(x) = f(x0)),

pentru orice x € I.
Rezulta ca, pentru orice z € I — {xy} avem

9(f(x)) —g(f(20)) _ u(ﬂx))f(l“) — f(=o)

r — Xy r — X

(4.2)

Cum f este derivabila in x( rezulta ca f este continua in
xg, de unde, tinand seama de continuitatea lui u in yo = f(xo),
deducem ca functia compusa u o f este continua in xg.
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Acum, utilizand derivabilitatea lui f in punctul xzg
obtinem din (4.2) ca exista limita

Lo 9@ — gl (@)

Tr—xQ T — xo

Dar din (4.1), avem u(yo) = u(f(x9)) = ¢'(yo) =
= ¢'(f(z0)) si atunci din (4.3) obtinem

(g0 f) (o) = g'(f(0))f (o),

ceea ce trebuia demonstrat.

= u(f(x))f'(z0) (4.3)

Teorema 4.1.3 Fie f : I — J, I, J intervale ale lut R, o
functie continua st bijectiva. Daca [ este dervabila in punctul
xo € I si f'(xg) # 0, atunci functia inversd f~1 este derivabild
in punctul f(xo) = yo si are loc formula

—1y\/ o 1
(f ) (yO) - f/(xo)’
adica .
(f7) = o f1

Demonstratie. Tinand seama de Teorema 3.4.10 rezulta
ca f este strict monotona. In aceasta situatie deducem ca
functia inversa f~! este strict monotona si continua. Fie
y€I—{yo}siz= f"'y). Deoarece y # yo, tinand seama de
strict monotonia lui f~!, rezultd ca si x # 9. Acum, putem
scrie

) — [ (wo) _ fHf (@) = f~H(f(20)) _

y—w  fl@)—f(w)
T — To B 1
f@) = flag) LSl
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de unde prin trecere la limita rezulta

i W) = 7 o) _ 1 _ 1
iy 1@ = flwo) — f/(zo)

Y—Yo Y — Y
Tr—T0 xr — xo

In finalul acestui paragraf si introducem notiunea de
derivata de ordin superior. R

Fie f : D — R o functie derivabila pe multimea D. In
acest caz, exista functia derivata f': D — R.

Definitia 4.1.4 Spunem cd functia f : D — R? este de doua
ori derivabila intr-un punct xy € D, daca f este derivabila
intr-o vecinatate a punctului xo si f' este derivabila in punc-
tul xo. In acest caz derivata lui f' in punctul xo se numeste
derivata a doua a lui f in zg $i 0 notam cu f"(xo).

Daca f' este derivabila pe D, atunci derivata lui f' se
numeste derivata a doua (sau de ordinul doi) a lui f si
se noteaza cu f".

In general, spunem ca f este derivabila de n (n > 2,
n € N) ori in g € D daca f este de (n — 1) ori derivabila
pe o vecindtate V' a lui xo $i daca derivata de ordin (n — 1),
notatd prin £~ este derivabild in punctul x,.

Spunem ca f este derivabila de n ori pe D daca f
este derivabila de n ori in orice punct z € D.

Derivatele succesive ale lui f se noteaza prin (M) = f,
f@ =7 B = fm  f) pentru orice n € N*. Convenim,
de asemenea, s& notdm prin f© = f.

In general, aflarea derivatei de ordinul n a functiei f se
face prin inductie matematica.
Exemplul 4.1.1. Se considera functia f : £ — R, f(x) =
(ax +b)*, a € R, iar E domeniul maxim de definitie al lui f.
Sa se calculeze ™. Avem

f'(z) = aalaz + b)**
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"= ala—1)a*(ax +b)*72. ..

Presupunem ca f™(z) = a(a—1)...(a—n+1)a"(ax +
b)*" i si demonstram ca f+)(z) = a(a —1)...(a —n +
1)(a — n)(ax + b)* "1,

Avem

@) = (f™(2) = (a(a—=1) ... (a—n+1)a™(az+b)* ") =
=ala—1)...(a —n+1)(a—n)a"(a+b)>"?
Asadar, avem

((az + b)) =a(a —1)...(a —n+ 1)a"(azx 4+ b)*™ (4.4)

Cazuri particulare. 1. Daca o = n, atunci din (4.4) gasim
((ax + b)™)™ = nla™, de unde pentru a = 1 si b = 0 obtinem
()™ = nl.

2. Daca a = —1, atunci din (4.4) obtinem

1 \"  (=1)"-nlen
ar +b ~ (az + )t

3. Daca o = 1, atunci din (4.4) obtinem

VarTH) = (3B Gn=d) Varkd

o (ax+b)”’n_

Exemplul 4.1.2. (Formula lui Leibniz.) Fie f,g: D C
R — R doua functii de n ori derivabile pe D. Atunci are loc
egalitatea

(f9)™(x) =) CRf" P (x)g®(x),

pentru orice x € D, numita formula lui Leibniz.

Avem (f - g)'(z) = f'(2)g”(x) + fO(x)g'(x), pentru
orice x € D, deci egalitatea este adevarata pentru n = 1.
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Presupunem egalitatea adevarata pentru n = k si sa
demonstram ca este adevarata si pentru n =k + 1.
Putem scrie

(fg)* V(@) = ((fg)* (chf 9 (z )) =

]~

Ci [f* D (@)g D () + f* D (2)g" D (a)] =

a L

WS ()9 () + [CF + CRl W (2) g™ () +
+HCp + RV (@)g® (@) + .+ (O + GV () g™ () +
+Ckf(o) (x)g(lcﬂ)(x)_
~ Deoarece Cf = Cl,, =1, Cf = Gyt =161 G '+ =
Cii1, @ <k, egalitatea precedenta conduce la

k+1

(k i) i
(f9) kH ch+1f( S xv

ceea ce trebuia demonstrat. Asadar, formula lui Leibniz este
adevarata.

4.2 Proprietati de baza ale functiilor deri-
vabile pe un interval

Definitia 4.2.1 Fie f : A C R — R o functie. Un punct
xg € A se numeste punct de maxim local (sau relativ)
al functiei f daca exista o vecinatate V(x) a lui xo asa incat
f(z) < f(xo), pentru orice x € V(o) N A.

Un punct xo € A se numeste punct de minim local
(sau relativ) daca exista o vecindtate V(xg) a lui xo asa
incat f(x) > f(xg), pentru orice x € V(x9) N A.
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Pucntele de maxim sar minim local ale functiei f se
numesc puncte de extrem relativ (sau local) ale functiei
f, iar valorile functiei in punctele sale de extrem se mumesc
extreme ale functiei f.

Teorema 4.2.1 (Teorema lui Fermat). Fie [ un interval
al lui R g1 fie functia f : I — R. Daca xy este un punct de
extrem local interior al intervalului I si f este derivabila in
xg, atunci f'(zq) = 0.

Demonstratie. Sa presupunem ca xy este un punct de
maxim local pentru f, adica exista o vecinatate V' (xg) a punc-
tului z( astfel ca f(x) < f(x), pentru orice z € V() N I.
Atunci, pentru x € V(z9) NI cu x < xo putem scrie

fz) = flzo)

<0 4.5
LIl <, (4.5

iar pentru z € V(zo) N1 cu x > xy avem

f(z) = f(x0)

> 0. 4.6
pra—— (4.6)

Cum f este derivabila in punctul interior xy € I, de-
ducem ca exista fi(zo), fq(zo) si f'(z0) = fi(z0) = f(x0) €
R. Tinand seama de aceasta si trecand la limita in (4.5) si
(4.6), obtinem, pe de o parte ca f'(x¢) = fl(xg) < 0, iar, pe
de alta parte, ca f'(zo) = fi(xo) > 0. De aici, rezulta ca
f'(zg) = 0, ceea ce trebuia demonstrat.

Observatia 4.2.1 Teorema lui Fermat da numai o conditie
necesara dar nu §i suficienta pentru existenta punctelor de
extrem. Se poate intampla ca intr-un punct derivata sa se
anuleze fara ca punctul respectiv sa fie punct de extrem local.
Radacinile derivater unet functic se numesc puncte critice
sau puncte stationare pentru functia respectiva.
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Observatia 4.2.2 Geometric, teorema lui Fermat afirma ca
graficul unei functii derivabile are tangenta paraleld cu axa
Ox in punctele de extrem interioare intervalului de definitie a
functiez.

Teorema 4.2.2 (Teorema lui Rolle). Fie functia f :
la,b] — R, unde a,b € R gi a < b. Daca sunt indeplinite
conditiile:

i) f este continud pe [a,b],
ii) f este derivabila pe (a,b),
it) fla) = f(b),

atunci exista un punct ¢ € (a,b) asa incat f'(c) = 0.

Demonstratie. Daca f este constantd pe [a,b], atunci
f' =0 pe (a,b) si deci orice punct ¢ € (a,b) satisface cerinta
f'(e)=o.

Sa admitem acum ca f nu este constanta pe [a,b].
Cum f este continud pe intervalul compact [a,b], conform
Corolarului 3.4.3. rezulta ca f este marginita si isi atinge

marginile. Daca m = ir[lfb] f(z)si M = sup f(z), atunci ex-
z€la, x€[a,b]

ista x; € [a,b] gl x9 € [ a,b] againcat f(x1) = msi f(zg) = M.
Cum f nu este constanta pe [a,b] deducem ca m < M. Se
observa cd r si zo nu pot fi ambele situate in extremitatile in-
tervalului [a, b]. Intr-adevar, daca am presupune ca x; = a sau
x1 = b, cum f(a) = f(b), din f(z1) = f(a) =m < M = f(2)
rezulta ca xs nu poate coincide nici cu a si nici cu b, deci
x9 € (a,b). Atunci, conform Teoremei lui Fermat, avem
f'(x2) = 0 si deci exista ¢ = x5 € (a,b) aga ca f'(c) = 0.

Observatia 4.2.3 Geometric, teorema lui Rolle afirma ca in
condititle din enuntul teoremei exista cel putin un punct al
graficulut functiei f, care nu coincide cu extremitatile, in care
tangenta este paralela cu ara Oz.
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Observatia 4.2.4 Daca in teorema lui Rolle f(a) = f(b) =
0, atunci rezulta ca intre doua radacini a,b ale functiei f
exista cel putin o radacina ¢ a derivatei.

Observatia 4.2.5 Intre doua radacini reale consecutive ale
derivatei unei functii pe un interval se afla cel mult o radacina
reald a functiei.

intr—adevér, fie ¢; < ¢y doua radacini consecutive ale
derivatei. Sa presupunem ca exista doua racini reale diferite
x1 §i x9 ale functiei, f(z1) = f(z2) =0, 1 < 21 < 23 < Co.
Dupa teorema lui Rolle intre xy si xo trebuie sa existe o
radacina a derivatei, ceea ce nu se poate, ¢ si ¢ fiind radacini
consecutive ale derivatei.

Aceasta observatie permite sa separam radacinile reale
ale ecuatiei f(r) = 0, daca se cunosct radacinile ecuatiei
f'(x) = 0. Fie c; < ¢a < ¢3 < ... < ¢ radacinile ecuatjiei
f'(x) = 0 agezate in ordine crescatoare pe intervalul [a,b].
Formam sirul lui Rolle

f(a)vf(cl)a f(cQ)a s 7f(ck)7 f(b)

Conform  observatiei 4.2.5, in fiecare interval
(a,c1), (c1,¢2), ..., (c, b) exista cel mult o radacina a functiei.
Exista o radacina pe unul din aceste intervale numai daca
functia ia valori de semne contrare la capetele intervalului
respectiv. Prin urmare, ecuatia f(z) = 0 are atate radacini
reale in [a, b] cate variatii de semn are sgirul lui Rolle.

Teorema 4.2.3 (Teorema lui Cauchy; a doua teorema
de medie a calculului diferential). Fie f,g : [a,b] — R
doua functii care verifica conditiile:

i) f,g sunt continue pe |a,b.
i) f,g sunt derivabile pe (a,b).
iii) ¢'(x) # 0 pentru orice x € (a,b).
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Atunci exista un punct ¢ € (a,b) astfel ca

)
f(b) = fla) _ f'(c)

g9(b) —g(a)  g'(c)
Demonstratie. Observam ca ¢(b) # g(a) deoarece in caz
contrar, conform Teoremei lui Rolle, aplicata functiei g, ar
exista £ € (a,b) cu ¢'(§) = 0, ceea ce este in contradictie cu
conditia (iii) din enunt.
Acum, consideram functia auxiliara

o) = fa) - LT, o e o
care este continua pe [a, b], derivabila pe (a,b), cu
W) = o) - L), ae

si h(a) = h(b). Deci, Teorema lui Rolle este aplicabila functiei
h, ceea ce implica existenta unui punct ¢ € (a,b) aga ca h'(c) =
0, echivalenta cu

)~ fl@) _ ()

g(b) —g(a)  g'(c)
Observatia 4.2.6 Teorema lui Cauchy ne permite sa de-
ducem asa numitele ” Reguli ale lui I'Hospital” (Francois

Guillaume Antoine de I Hospital — 1696) de aflare a limitelor
de functit in cazul nedeterminarilor 8 i =

Prima regula a lui 'Hospital.Fie I un interval din
R,z €l si f,g: 1 — R. Daca sunt indeplinite conditiile:

i) functiile f si g sunt derivabile pe I — {x¢};

it) erista lim f(z) = lim g(z) = 0;
T—x0 T—x0

i) g'(x) # 0, oricare ar fix € I — {xo};
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T) _jeR

: i 1
i) exista Jim 7 ()

atunci are loc
!/
lim M: lim @:l.
e gl@) e g (@)
Pentru demonstratie consideram functiile
| f(z) , daca z € I —{xo}
F(x)—{ 0 , daca z = o
si

_f g(x) , dacax el —{xo}
G(m)_{ 0 , dack = 2

Aceste functii sunt continue pe I derivabile pe I — {zq}
si G'(x) # 0, oricare ar fi x € I — {zo}. Aplicam teorema lui
Cauchy functiilor F(z) si G(z) pe intervalul compact [z, 2]
$i avem

Fz) = F(ao) _ F'(e) _ f'(¢)
Clx)—Glw) G0 g(e)

To<c<uzw.

De aici, utilizand conditia iv), prin trecere la limita

obtinem:
/
lim @: lim @:l.
o gla) e g ()
A doua regula a lui 'Hospital.Fie a > 0 si f,g :
(a,+00) — R doua functii. Daca sunt indeplinite conditiile:
i) functiile f si g sunt derivabile pe (a,+00);

i) lim f(z) = lim g(x) =0;

T— 00

iii) ¢'(x) # 0 pentru orice x > a;
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iv) exista lim =1 € R, atunci are loc egalitatea

2= ¢'()
f@) _ o, @)

lim —=~ = )
Z—00 g(x) T—00 g’(x)

Pentru demonstratie se face schimbarea de variabila x =
1/t si se aplica prima requld a lui I Hospital pe intervalul (O, %)
pentru x — 0.

Observatia 4.2.7 Dacd avem lim f(z) = lim y(z) = 400,

r—xQ T—x0
atunct scriem .
. T . f@
lim (—3 = lim (1)
rT—x T r—r9) —
©9 ° @)

si se aplica prima requla a lui I Hospital.

Observatia 4.2.8 Cazurile de nedeterminare co—oo, 0°, 1°°,

o? se reduc prin transformari (operatii) algebrice la situatiile

g sau =.
[o@)

Teorema 4.2.4 (Teorema lui Lagrange — teorema
cresterilor finite — prima formula de medie a calcu-
lului diferential). Fie f: [a,b] — R o functie care satisface
conditiile:

i) [ este continua pe [a,b|;
it) f este derivabila pe (a,b),
atunci exista un punct ¢ € (a,b) asa ca

f(b) = f(a)

I e,

Demonstratie. Luam in Teorema lui Cauchy functia
g(x) =z, x € [a,b].

155



Observatia 4.2.9 Daca functia f are derivata nula pe un
interval I, atunci f este constanta pe I.

Demonstratie. Fie xg un punct fixat din 7 si x € I un
punct arbitrar. Aplicam teorema lui Lagrange pe intervalul
[0, x] (sau [z, zg]) si rezulta ca exista ¢ € (g, z) (sau (x,xo))
asa incat

f(@) = f(@o) = f'(c) (@ — o).

Cum f'(z) = 0, oricare ar fi x € I, rezulta ca f(z) =

f(xg), oricare ar fi x € I, si deci f este cosntanta pe intervalul

I

Observatia 4.2.10 Daca doua functii sunt derivabile pe un
interval I si derivatele sunt egale pe acest interval, atunci
diferenta lor este o constanta.

Demonstratie. Daca f'(z) = ¢/(z) pentru orice = € I,
atunci rezulta ca (f — g)'(z) = 0, oricare ar fi x € I. Atunci,
pe baza Observatiei 4.2.9, rezulta, (f — g)(z) = k, oricare ar
fi x € I, adica f(z) — g(z) = k, pentru orice z € I.

Observatia 4.2.11 Fie f o functie derivabila pe intervalul I.

i) Daca f'(x) > 0, oricare ar fi x € I, atunci f este
crescatoare pe I;

ii) Daca f'(x) < 0, oricare ar fi x € I, atunci f este de-
screscatoare pe I,

iii) Daca f'(x) > 0, oricare ar fi x € I, atunci f este strict
crescatoare pe I;

w) Daca f'(x) <0, oricare ar fi x € I, atunci f este scrict
descrescatoare pe 1.

Demonstratie. Vom justifica numai punctul i), cele-
lalte cazuri demonstrandu-se in mod analog.
Fie x1, x5 doua puncte arbitrare din [ asa incat x; < xs.
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Aplicam teorema lui Lagrange pe intervalul [xq, 2] si rezulta
ca exista ¢ € (x1,x2) asa incat f(zq) — f(z1) = f'(c)(x2 —x1).

Cum f'(z) > 0, oricare ar i * € I, rezulta ca
fla2) = f(z1) 20, adicd f(x2) = f(z1).

Agadar, f este crescatoare pe I.

Afirmatiile de la punctele i) si ii) ale Observatiei admit
si reciproce, in timp ce afirmatiile de la punctele iii) si iv) nu
mai admit reciproce.

Observatia 4.2.12 Fie f o functie continua pe un interval
I sixg € 1. Daca f este dervabila pe I —{zo} iar derivata sa
[ are limita (finita sau infinita) in punctul xo, atunci exista
derivata functiei f si in punctul xo si in plus

f'(zo) = mllrrmlo I ().

Pentru demonstratie se aplica teorema lui Lagrange pe
intervalele [z, x¢] si [xo, 2] si se face © — .

Observatia 4.2.13 Daca functia f are derivata marginita pe
I, atunci f este functia lipschitziana pe 1.

Demonstratie. Fie xy,x5 doua puncte arbitrare
diferite din /. Aplicam teorema lui Lagrange pe inter-
valul [z1,x5] (sau [z9,71]) si exista ¢ € (x1,72) asa incat
f(x1) = f(z2) = f'(c)(x1 — 22). Cum |f'(z)] < M, M >0,

oricare ar fi x € I, avem
|f(@1)=f(@2)| = |/ (c)(@1—m2)| = | f'(c)] [m1—2| < M|w1—24,
ceea ce ne arata ca f este lipschitziana pe I.

Teorema 4.2.5 (Teorema lui Darboux). Daca f : I —
R este o functie derivabila pe I, atunci derivata sa [’ are
proprietatea lui Darboux pe acel interval.

Demonstratie. Fie z1,20 € [ cu x1 < x5. Sa pre-

supunem ca f'(z1) < f'(22) si A € (f'(z1), f'(z2)). Con-
sideram functia auxiliara g : I — R, g(x) = f(z) — Az, care
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verifica inegalitatile: ¢'(z1) < 0 si ¢'(zq) > 0.
Deoarece g este derivabila pe [zq,x9] € I rezulta ca g
este continua pe compactul [z1,xs] deci igi atinge marginile.

Atunci exista ¢ € [r1, 2] asa incat g(c) = I[Ilill ]g(a:). Sa
rE|T1,T2

aratam ca ¢ # xq §i ¢ # xo. Din ¢'(x1) < 0 rezulta ca exista
€ > 0 aga incat %ﬂgﬁgml) < 0, pentru orice x € (x1, 21 +¢), de
unde obtinem ca g(z) < g(x1), pentru orice x € (x1, 1 + €).
Aceastd ultima inegalitate ne aratd ca g isi atinge marginea
inferioara intr-un punct diferit de zq; deci ¢ # x;. In mod
analog, demonstram ca ¢ # rs. Acum, aplicand teorema lui

Fermat functiei g pe intervalul [z, 2] rezulta ca ¢'(c) = 0,
adica f'(c) = .

Teorema 4.2.6 (Teorema lui Taylor). Fie I un interval
deschis al lui R. Daca functia f : I — R este derivabila de

n+1 ori pe I, atunci pentru orice doua puncte x,xg € I, cu
x # xo, existd un punct ¢ € (x,x0) (sau (zo,x)) asa incat

£@) = flao) + L e )+ L e e
(n) Zo (n+1) (- X
o o+ T e,

numaita formula lui Taylor.

Demonstratie. Ne propunem sa scriem pe f sub
forma:

F(@) = Flag) + L0

1!

f" (o)
2!

(xr — ) + (x — o)+ ...+

(n)
+fn—(‘!130)(x —x9)" + K(x — xo)(”+1), M)z € 1,

(4.7)

unde K este un numar real. Consideram functia auxiliara

g(t)=f(t)+%(!ﬂ(x—t)+%?)(as—t)2+...+

158



() (¢
+f—'()(x — )"+ K(z—t)"Y, (W)tel.
n!

Observam ca g este derivabila pe I, g(z) = f(x), g(zo) =
f(z). Asadar, functia g satisface conditiile teoremei lui Rolle
pe [z, zo] (sau [xg, z]). Atunci exista un punct ¢ € (z, zq) (sau
(x0, 7)) aga incat ¢'(c) = 0.

Dar
gt) = f’(t)+f //1<!t> (x—t)— / /1('75 ) +f /;Et) (z—1)*— / /;(!t> (x—t)+
(n+1) (n)
+.. .+fn—!(t)(:1c—t)"—H(m—t)”_l—l((n—l—l)(x—t)”,
(W)t € I, de unde
(n+1)
g'(t) = le(t)(x —t)"=K(n+1)(x—2t)", (Mtel.

De aici obtinem ¢'(c) = 0, adica

f"9(e)

Do = K+ 1) - o,

de unde gasim
Fe)
(n+ 1)1’

care inlocuita in (4.7) conduce la formula lui Taylor.

Observatia 4.2.14 Formula lui Taylor este o formula de
aprozimare a functiei f prin polinomul

@)@ = 1) + L )+ L
™ (o
+f n(‘ >(:E—x0)",



numit polinomul lui Taylor de grad n asociat functiei
f. Expresia

_f(e)
(ont)(z) = ICESI

se numeste restul sub forma Lagrange al formulei lui
Taylor.

Proprietatea esentiala a polinomulus lui Taylor este data
de relatiile:

(Tnf)(wo) = f(wo); (Tnf) (x0) = f'(0);
(T )P (20) = FP(wo); .3 (T f) ™ (w0) = f™(w0).

Observatia 4.2.15 Daca in formula lui Taylor consideram
xo = 0,atunci obtinem Formula lui MacLaurin, adica

_ f0)  f0) , F™©) ()
f(x) —f(0)+Tx+Tx +... TR (n+1>!x :
Observatia 4.2.16 Daca in formula lui Taylor consideram
n = 0, atunci obtinem formula cresterilor finite a lui Lagrange

(v. Teorema 4.2.4).

Observatia 4.2.17 Punctul ¢ din intervalul deschis determi-
nat de punctele x si x¢ depinde de x, xo si n. Punctul ¢ se
poate scrie gi sub forma ¢ = xo + 0(x — xg), unde 6 € (0,1).

(:E _ $0)n+1,

Exemple. 4.2.1. Functia f(x) = e*, x € R, este de clasa
C* pe R iar f*)(z) = e®, oricare ar fi k € N i oricare ar fi
z € R. Cum f®(0) =1, k € N*, formula MacLaurin pentru

e” are forma:
g2 o Lt
oy 2 T L i L T e (WzeR
gttt e
4.2.2. Functia f(z) = In(1+ ), x € (—1,00), este indefinit

derivabila pe (—1,00). Cum

0 (z) = (—1)’“—1%, keN (V)ze(-1,00)
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(vezi Exemplul 4.1.1), avem f(0) = 1, f®(0) = (=1)*!.
(k —1)!, k € N* gi formula de tip MacLaurin

r 2 2 2t o "
1n(1+$):T—§+§—Z+ +( 1) mﬂL
nl.n—l—l 1

+(—1) :

(V)z € (—1,00), 6 € (0,1).

4.3 Diferentiala unei functii reale

In acest paragraf introducem notiunea de diferentiala
relativa la o functie reala de o variabila reala.

Definitia 4.3.1 Fie f : [ — R o functie definita pe intervalul
deschis 1.
Spunem ca f este diferentiabila in punctul zg € [
daca exista numdarul real A, care depinde de f si xg, Si 0
functie a: I — R cu lim a(x) = a(xg) = 0 astfel incat
T—x0
f(@) = f(zo) = A(z — 20) + (@) (2 — 20), ¢ (4.8)

pentru orice T € I.

Teorema 4.3.1 Functia f : I — R, interval deschis, este
diferentiabila in punctul ro € I daca si numai daca f este
derivabila in xg.

Demonstratie. Sa admite ca f este diferentiabila in
punctul xy € I. Atunci exista A € R §i o functie a : I — R
cu lim a(z) = a(xy) = 0 astfel incat sa aiba loc (4.8).

T—T0

Considerand = # ¢ si impartind in (4.8) ambii membrii

prin z — zy obtinem

f(@) — (o)

r — I

A+ a(x), (Maxel—{x}.
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Cum  lim a(x) = 0, vrezulta ca exista

T—x0
i @) =)
z—z0 T — Xg
tul 2o si A = f'(z9).

Reciproc, sa presupnem ca f este derivabila in punctul
Zp. Din definitia derivatei lui f in punctul xzg avem

z—zo X — Xy
Consideram functia o : I — R,

f(x) — f(20)

afz) = T — Xo

adica f este derivabila in punc-

— f(zo) , pentruz € I — {xo}

0 , pentru z = xy.

Se observa ca lim a(x) = a(zy) = 0, adicd « este con-

T—T0

tinua in xy. Din definitia lui o pentru x # xy avem

f(@) = f(zo) = f'(z0) (2 — m0) + () (x — o),

egalitate evident verificata si pentru x = xy. Rezulta ca f
este diferentiabila in zg st A = f'(x0).

Observatia 4.3.1 Teorema 4.3.1 exprima faptul ca pen-
tru  functiile reale de o wariabila reala notiunile de
diferentiabilitate si derivabilitate intr-un punct sunt echiva-
lente.

Observatia 4.3.2 Daca f este diferentiabila in punctul xg,
atunci pentru valori mici ale lui h = x — ¢ diferenta
f(z) — f(zo) se poate aproxima cu f'(zo)h, adicd

f@o+h) — f(xo) = f'(w0)h (4.9)

Definitia 4.3.2 Fie f : [ — R, I interval deschis din R,
derwabila in punctul xog € I. Functia liniara $i omogena

g:R—=R, g(h)=f'(zo)h, heR,
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se numeste diferentiala functiei f in punctul xy si se
noteaza prin df (xg), adica

df (zo)(h) = f/(l'o)h- (4.10)

Acum, relatia (4.9) se mai poate scrie

f(zo+h) — f(xo) = df (zo)(h).

Diferentiala lui f intr-un punct oarecare x € I o notam
prin df (z).

Daca in (4.10) alegem, in particular, ca f aplicatia
identica, atunci diferentiala lui f intr-un punct z € I este
df (z)(h) = h, (V)h € R, adica h = d(z)(h). Folosind notatia
simpla d(x) = dx, avem dz(h) = h. Revenind cu acest rezul-
tat in (4.10), obtinem

df (x)(h) = f'(z)dx(h), (V)h € R,

de unde gasim

df (z) = f'(z)dx. (4.11)
Din (4.11) rezulta si scrierea
df (x)
/ —
f ('r) - d:E )
care constituie exprimarea derivatei lui f in limbajul

diferentialelor.

Tinand seama de (4.11), obtinem imediat din regulile de
derivare urmatoarele reguli de diferentiere: daca f,g: 1 — R
sunt functii derivabile pe intervalul deschis I C R, atunci

d(f +g)=df +dg; d(AXt)=Xdf, d(fg)= gdf+ fdg,

iar daca, in plus g # 0, atunci

p ([) _ gdf —2fdg‘
g 9

163



Teorema 4.3.2 (diferentiala unei functii compuse). Fie
I si J doua intervale deschise ale lut R si fie w : I — J i
f:J — R doua functii derivabile respectiv pe I si J. Atunci

df (u) = f'(w)du.

Demonstratie. Avem

df (u(z)) = (f(u(x)))'de = f'(u(z))v'(x)de = f'(u(z))-du(z),

oricare ar fi x € I.

Definitia 4.3.3 Numim diferentiala de ordinul doi «
functiei f in punctul x, notatd prin d*f(x), expresia d(df (x)),
adica avem

d* f(x) = d(df (x)).
In general, d" f(z) = d(d" ' f(z)). Avem:
& f(z) = d(f'(z)dz) = d(f'(x)) - dz + f'(z)d(dz) =
= f"(x)dx - do = f"(x)da?,

deoarece d(dx) = 0 (derivata de ordinul doi a functiei identice
este egala cu 0).

Prin inductie matematica obtinem ca d"f(z) =
f™(z)dz™. Se mai zice ca diferentialele de ordin superior
sunt invariante fata de ordinul de derivare.

Aceasta proprietate nu se mai pastreaza pentru
diferentiala functiilor compuse.

4.4 Aplicatiile derivatei in economie

Economia este considerata cea mai "exacta” dintre
stiintele sociale, [2], deoarece, In general, procesele economicce
sunt studiate prin modele matematice. In §3.2 am vazut ca
relatiile dintre diferite marimi economice se pot exprima prin
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functii. Pentru a studia variatia unei astfel de functii si a
trasa graficul ei se folosesc derivatele functiei de ordinul intai
si doi.

In domeniul economic in descrierea variatiei marimii y
In raport cu o altd marime z, data prin functia y = f(x),
x € I, I interval din R, se utilizeaza conceptul de medie si
conceptul de marginal. (vezi partea introductiva la capitolul

4).

Definitia 4.4.1 Numim valoarea medie a lui f pe inter-
valul [z,x + h] C I,h > 0, notata cu f(x), raportul

Af  flah) - S
Az h '

Exemple: 4.4.1. Fie P(t) numarul de unitati produse intr-
un flux tehnologic dupa t ore de la inceperea proccesului. Val-
oarea medie a lui P(t) intr-un interval de h ore este

P(t+h) — P(t)
I

si se numeste productie medie.

4.4.2. Daca functia de cost total pentru realizarea a x
unitagi dintr-un produs este C'(z) = % + x4+ 100, x > 1 sa
stabilim cate unitati trebuie realizate pentru a avea cel mai
scazut pret, mediu pe unitate de produs.

Trebuie sa studiem variatia functiei pret mediu

— P

C 100
C(z) = () = z%——,x > 1.
x 9 x
Cum C(I), = ¢+ — % are rdddcina = = 30, din tabelul
de variatie
z |1 30 00
C(z) - — = 0 + + +




rezulta ca vom avea cel mai scazut pret mediu daca se produc
30 unitati de produs.

Definitia 4.4.2 Numim valoare marginala a functiei f :
I - R, in punctul x € 1

o F@ e h) — f(@)

h—0 h

df (x)
dx

Exemplul 4.4.3. In cazul Exemplului 4.4.1, valoarea
marginala a productiei P(t) este productivitatea

P = lim P(t+ h})z - Pt)

= f'(z) =

Definitia 4.4.3 Numim variatia relativa a functie:
f:I — R in punctul x € I raportul

Af@) _ fle+h) - f(2)
f(z) f(x) ’
Definitia 4.4.4 Numim ritmul mediu de variatie a functiei

Af(x) . v
@) /h st se noteazad

h > 0.

f I — R in punctul x € I raportul
cu Rypm.

Definitia 4.4.5 Numim ritmul local (marginal) a functiei
f I — R in punctul x limita }llir% R, adica

. Af(x) o Afl@) 1 ,
2%]@)/h_HF7T“ﬂB_j"4mﬁ’

care este derivata logaritmica a lui f. Ritmul local a lui [ in
x se noteazd prin Ry ,.

Definitia 4.4.6 Numim elasticitatea medie a functie: f :
I — R in punctul x, notata prin E,,, raportul variatiilor rel-
ative ale lui f(x) i x, adica

_Af(@) /b Af(x) oz
Bim =) / t k@)
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Definitia 4.4.7 Numim elasticitatea locala (marginala)
a functiei f : I — R, in punctul x limita elasticitatiic medii
cand h — 0. Ea se noteaza prin Eyp,.

Avem

wof(m) b f

Proprietatea importanta a elasticitatii unei functii este
aceea ca ea este ca marime independenta de unitatile de
masura in care au fost masurate variabilele f(z) si .
Exemplul 4.4.4. Fie x = ap+b, a > 0, b > 0 o functie cerere
pentru o marfa de pret, p. Elasticitatea marginala a cererii in
p este

. (ngy
(Inz)"

ap
ap+b’
Cum Eqpypp < 1, rezulta ca la o cerere de tip liniar la o

crestere relativa a pretului corespunde o crestere relativa mai
mica pentru cerere.

Eap+b,p = p(ln(ap + b))/ =

Observatia 4.4.1 Notiunile introduse in acest paragraf se
transpun usor la motiunile din domeniul economic. Astfel,
avem cost mediu, cost marginal, elasticitatea costului, cerere
medie, cerere marginala, elasticitatea cererii etc.

4.5 Probleme

1. Studiati derivabilitatea functiei f : R — R,
f(x) = |z? — 3z +2|.
2. Sa se determine a si b reale aga incat functia

In® xe(O,e])
ar+b ,xr>e

Fi000) ~ R, fla=

sa fie derivabila pe (0, 00).
3. Studiati derivabiltiatea functiei f : R — R, f(z) =
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max{z, 2%, x3}.
4. Aratati ca functia f : R — R, f(x) = (x + Va2 +1)°,
a € R, verifica egalitatea

(1+23)f"(x) + 2f' (x) — *f(x) =0, (V)z €R.

5. Fie functia f : (0,00) — R, f(z) =eV®* + e V% n €N,
n > 2. Aratati ca are loc egalitatea

0D ) -

2n—2

o () +

ﬁ (ZL‘) =0,
oricare ar fi z > 0.

6. Aratati ca functia f: R — R, f(x) = me*® +ne3*, m,n €
R, verifica egalitatea

FO (@) = 8f" () +19f'(x) — 12f(x) = 0,
oricare ar fi x € R.
7. Se considerd functiile f : R — R, f(z) = 2% si g : R —
{0} = R, f(z) = % Aratati ca existd un punct in care
graficele corespunzatoare celor doua functii sunt tangente si

scrieti ecuatia tangentei comune in punctul respectiv.
8. Calculati derivatele de ordinul n pentru functiile:

a) f(z) = 0 v € R—{1,3};

x2—4x+3?

2?49, ze[-1,0]
f(x)_{x?’—i-Q, x € [0,1].
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10. Fie f,g : I — R doua functii derivabile pe inter-
valul deschis I. Sa presupunem ca a,b € I, a < b si
f(a) = f(b) = 0. Aratati ca exista un punct ¢ € (a,b) asa
incat f'(c) + f(c)g'(c) = 0.

11. Sa se arate ca daca f, g, h sunt trei functii continue pe
[a, b] si derivabile pe (a,b), atunci exista ¢ € (a,b) asa incat

f'(e) g'(e) W)
fa) g(a) h(a) | =0
f() g(b)  h(b)

12. Aplicati Teorema lui Lagrange functiei f : [1,4] — R,

% x € [1,3]
ﬂx):{ a ;9, € (3,4].

13. Sa se determine valoarea lui ¢ care intervine in Teorema
lui Cauchy aplicata la perechea de functii

(&

figille =R f(x)=lna.g(@) =

14. Sa se arate ca functiile f, g : (—%, %) — R definite prin
f(z) = arcsin(tgz) si g(z) = arctg 5= difera printr-o cos-
ntanta.

15. Sa se arate ca

1 — 22
22

arccos — 2arctgz = 0,

oricare ar fi x > 0.
16. Demonstrati inegalitatile:
a) Inx < £ pentru orice z > 0;
e
b) == <Inm —Inn < ™", daca 0 < n < m;
c) e* > 1+x—|—§, daca x > 0;
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2(z—1)
d) Inz > =%, > 1;
e) 11 < In(l+z) <, pentru orice = € R.
17. Utilizand regulile lui 'Hospital, calculati limitele:

. onz"—(n+1)a" +1
a) lim ;
z—0 (x—1)2

. 1 1
b) alclg% {ln(x +1) ;]

z2+1
224+ 3%+ ... T 2242z
c)lim( * —|—1+n) ,neN n>2;

z—0 n

d) lirrll(ac2 — 3z + 2)6711

a1
z[ln®(z 4+ 1) — In? 2]
T—00 Inz

D
h) lim (z — Inx);

n
):}zﬂ(l—xm 1_$),m,n€N.

18. Scrieti functia f: R — R, f(z) = 22* — 322 + 2 — 5
dupa puterile lui z — 1.
19. Scrieti formula lui Mac-Laurin pentru functiile:

a) f(x) =sinz, z € R;
b) f(z) =cosz, x € R;
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20. Utilizand formula Mac-Laurin, calculati cu trei zecimale
exacte v/35 si In 2.
21. Fie f : I — R o functie de n ori derivabila intr-un punct
xg € I (n > 2), astfel incat f'(z9) = 0, f"(xo) = 0, ..
FO () = 081 f™) (o) # 0.

Aratati ca:

*9

a) daca n este par, atunci xy este punct de extrem local si
anume daca f™ (xq) < 0, atunci x, este punct de maxim
local iar daci f™(z) > 0, atunci z este punct de minim
local;

b) daca n este impar, atunci zp nu este punct de extrem.

22. Sa se arate ca polinomul

x  x? x"

f(x):1+ﬂ+§+...+m

nu poate avea radacini multiple.
23. Reprezentati grafic functiile:

a) f(z) = (z—1)e*, z e R;
b) f(z) =2z — Va2 +1,z €R;
o) flx) = /(@+ Dz +/(@+1)(z+2), z € (—o0,—2] U

{-1} U0, 00);
d) flz) =22 v >0,2#1
e) fz) =" & #0;
f) f(z) = V2 =327, x € R;
g) f(z) =5,z #0.
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24. Calculati diferentialele de ordinele intai si doi pentru
functiile:

a) f(z) =
b) f(z) =In(1 —22), z € (—1,1);
o) flz) =12 z>0;
d) f(z) = m, z €R.
25. Aflati punctele de extrem pentru functiile:
) f(z) = 22e*, z € R;
b) f(z) =Inz —xz, > 0;
)

xe®, r € R;

a
¢) flz) =xzlnz, x > 0;

d) f(z) =xe ¢ xR
26.Calculati elasticitatea functiilor:

a) f(r) =az® x> 0;

b) f(z) = ae®, z € R;
c) f(z) =xze*, x € R;
d) f(x) = 2% %, x> 0.

27. Aflati ritmul mediu de variatie a functiei

3z +1
= — > 1
cand z variaza de la ¢ = 2 la x = 3; 2,5; 2,1 &i 2,05.
Comparati aceste ritmuri medii cu ritmul marginal in z = 2.
28. Stiind ca funtia costurilor totale este

az?(z +b)

He) = —7=

+d,
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a,b,c,d > 0, b < ¢, x € R, sa se exprime costul mediu si
costul marginal in functie de z.

29. Stiind ca productivitatea corespunzatoare unui produs in
cadrul unei echipe ce lucreaza de la orele 7 la orele 15 urmeaza
o lege de forma f(t) = at, a > 0, aflati numarul de unitati
realizate la orele 13.
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4.6 Test de verificare a cunostintelor nr. 4

1. Definiti urmatoarele notiuni:

a) Derivata unei functii reale de o variabila reala,

b) Diferentiala unei functii reale de o variabila reala.
2. Enuntati:

a) Teorema lui Fermat;

b) Teorema lui Rolle;

)

)
c¢) Teorema lui Lagrange;
d) Teorema (formula) lui Taylor;
)

c¢) Teorema lui Cauchy.

3. Studiati derivabilitatea functiei:

a) [ R—-R, f(z)=vz?— 3z +2;

2

b) f:R —R, f(z) = (x — 1) - arcsin xf—l— N in punc-
tul z = 0.

4. Numerele ag, A1y ..., Ay verifica conditia
ag  2aq n 22a, P 2"a,, g5 ¢ o
—+ — 4+ —+ .. =0. a se arate ca
1 2 3 n+1

functia f : [1,€?] = R, f(z) = ap + alnz + ayIn®x +
... + @, In" z are cel pugin un zero in intervalul (1, €?).

5. a) Se considera finctia f : (—1,00) — R, f(t) =
In(1 + ¢). Aplicand teorema lui Lagrange functiei
f pe intervalul [0, z], x > 0, sa se arate ca oricare ar
fi z > 0 are loc relatia: x — (1 +x) - In(1 4+ x) < 0;
b) Si se arate ci functia g : (0,00) — R, g(x) = (14x)=
este monoton descrescatoare.
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6. Utilizand teorema lui Cauchy sa se demonstreze inegali-

tatea:
arctgx

In(1
n(l+xz) > T

,  x>0.

7. a) Precizati punctele de extrem local ale functiei:
fTR=R, f(r)=|2*-1].

b) Determinati derivata de ordinul n, n € N, pentru
functia f(z) = sinz.

c) calculati derivata de ordinul 20 a functjiei
h(z) = 2% - sinx.
8. Sa se dezvolte dupa puterile lui z functia
f:(=1,00) =R, f(z)=1In(1l+x).
9. Sa se dezvolte f(x) = e*, z € R, dupa puterile lui = + 1.

10. Sa se determine n € N astfel incat polinomul lui Taylor
T, (z) in punctul zo = 0 asociat functiei f(z) =1+ z,
1

x € [—1,00] sa difere de functie cu mai putin de T n

intervalul [0, 1].
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Capitolul 5

Integrarea functiilor reale

" Matematica constituie deci, sufletul invizibil al realizarilor
practice”
(Petre Sergescu)
Acest capitol este dedicat introducerii notiunilor de
primitiva, integrala nedefinita, integrala definita si prezentarii
proprietatilor i metodelor de calcul corespunzatoare.

5.1 Primitive

In Capitolul 1V, s-a vazut ca daca f: I - R, I CR un
interval, este o functie data, derivabila pe I, atunci derivata
ei f: 1 — R se poate afla

Operatia efectiva de aflare a lui f’ se numegte derivare.

Acum, ne punem o problema inversa, adica avand o
functie data f : I — R, sa gasim o alta functie F': I — R asa
incat F'(z) = f(z), (V)x € I. Operatia de aflare a lui F se
va numi integrare sau antiderivare.

In continuare prin I vom nota un interval inclus in R.

Definitia 5.1.1 Se spune ca functia f : I — R, admite o
primitiva pe I sau ca este primitivalabila pe I sau ca este
o derivata pe I daca exista functia F' : I — R derivabila
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asa incat F'(x) = f(x), pentru orice x € 1.
Functia F' se numeste primitiva sau antiderivata pen-
tru functia f pe intervalul I.

Evident ca, daca F' este o primitiva a lui f pe intervalul
I, atunci i F + K, unde K € R, este o primitiva pentru f.
Aceasta inseamna ca daca f admite o primitiva, atunci ea are
o infinitate de primitive.

Definitia 5.1.2 Fie f : I — R o functie care admite primi-
tive pe I. Multimea tuturor primitivele lui f se numeste inte-
grala nedefinitd a lui f si se noteazd prin [ f(x)dx, adicd
avem

/f(x)dx =A{F|F: 1 — R, F primitiva a lui f}

Propozitia 5.1.1 Fie f : I — R o functie care admite prim-
itiva F' pe I. Atunci are loc egalitatea de mulfimi

/f(:z:)d:r = F(z)+C,
unde
C ={glg: I — R, g constantd}

Demonstratie. Fie G € [ f(x)dz, atunci G'(z) = F'(x), de
unde G(x) = F(z)+k, k € C, deci G C F(x)+ C. Reciproc,
daca G € F(z) + C, atunci G = F(x) + k, k € C si avem
G'(x) = F'(z) = f(x), (V)z € I.

Asadar G € [ f(z)dz. Deci, avem F(z)+C C [ f(x)dz,
ceea ce demonstreaza egalitatea din enunt,.

Propozitia 5.1.2 Fie f,g : I — R doua functic care admit
primitive pe I si o € R*. Atunci au loc afirmatiile:

i) 4 g admite primitive pe I i

@+ gtz = [ f@pts+ [ gla)as
(integrala sumei este egala cu suma integralelor).
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it) af admite primitive gi

/af(a:)d:v:a/f(x)dx.

(constanta de sub integrala iese in fata ei)

Demonstratie. i) Fie F € [ f(z)dz s1G € [ g(x)dz. Atunci

det

H = F + G este derivabila cu H'(z) = F'(z) + G'(z) =
= f(x) + g(x), oricare ar fi x € I. Rezultd cd G € [ g(x)dx
si deci H € [ f(x)dzr + [ g(x)dr. Am demonstrat astfel si
incluziunea [(f(x) + g(z))dz C [ f(z)dz + [ g(x)dz, ceea ce
trebuia demonstrat..

In mod analog se demonstreaza si ii).

Observatia 5.1.1 Daca functia f: I — R este primitivabila
pe intervalul I, atunci f are proprietatea lui Darboux.

Aceasta rezulta din Teorema lui Darboux si Definitia
5.1.1.

Observatia 5.1.2 Orice primitiva a unei functic primi-
tivabile f : I — R* este strict monotona.

Demonstratie. Fie F' o primitiva a functiei f. Cum f are
proprietaeta Darboux, rezulta ca f > 0 pe I sau f < 0 pe [.
De aici rezulta ca I este strict monotona pe I.

Observatia 5.1.3 O functie primitivabila f : I — R nu are
discontinuitati de prima speta.

Observatia 5.1.4 O functie monotona discontinua f : I —
R nu este primitivabila.

Veridicitatea acestei observatii rezulta din 3.4.7. Deocam-
data sa admitem fara demonstratie rezultatul.
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Teorema 5.1.1 Orice functie continua f : I — R, este pri-
mitivabila pe I.

Propozitia 5.1.3 Daca f : I — R este primitivabila si g :
I — R este de clasid C'(I), atunci fg este primitivabild pe I.

Demonstratie. Fie F' : I — R o primitiva a lui f si H :
I - R, H = +g. Atunci H este derivabila si H' = F'g +
Fqg = fg + Fg'. Cum F¢g este continua pe [ rezulta ca este
primitivabila pe I. Fie G o primitiva a lui F'¢’. Atunci functia
H — G este derivabila pe I cu

(H_G)/:H,_G,:f'ga

adica fg este primitivabila si H — G este o primitiva a sa.

5.2 Metode de aflare a primitivelor

In acest paragraf vom expune cateva din metodele de
aflare a primitivelor.

Metoda directa. Ea are la baza faptul ca operatia
de integrare este inversa operatiei de derivare. Plecand de
la formulele de derivare se gasesc formulele imediate de
integrare. Astfel, se obtine tabelul de mai jos de integrale
nedefinite.

Functie Integrala nedefinita
a+1
1. f:1—-R,IC(0,00) /xadx:x 1—|—C’
flz) =2 aeR—-{-1} @t
2. f]—>RICOoosau /— In|z|+C
flx)=a"4TcC(
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3. [:R—-R,f(z)=
a>0,a#1
4. f:I—-R,ICR~-{a,—a}
f@)=5——=a>0
5. f:R—=R
1
f@) = 55a>0
6. f:1—-RIC(—a,a),a>0
1
o) = s
7. f:R—=R
1
T) = ——=
= e
8. f:I—R,a>0
I C (—o00,—a)U(a,+o0)
1
() = <
9. f:R—R
f(x):%:shx
functia sinus hiperbolic
10. f:R—R
f(x):%:chx

functia cosinus hiperbolic
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atdr = —+C’
Ina

aca a = e, atunci

L
/%_e o
I3

/a2 — 12
T

= arcsin— + C

X
[ -
=In(x + Va2 +a?) +C

/ dx B
V2 — &2
=Injz+ vaz—a?|+C

shz dz = chz + C

—

/chm dx = shz + C



11. f:R—[-1,1] /sinxdmz—cosx—l—C’
f(z) =sinx

12. f:R—[-1,1] /Cosa:dx:sinx—f—C’
f(x) =cosx
1
3. f:I—-R / —dr=tgx+C
T cos? x
]CR—{(2k+1)§‘keZ}

fle) = cos? x

d
4. f:I1—-R .x =—ctgr+C
sin?
I cR—{knlk € Z}
1

f(:L‘): 2

sin® z
15. f:I—R /tgxd:c:—ln|cosx|+0
ICR—{(2k+1)g,keZ}
f(z)=tgx
16. f:I—R /ctgxdx:ln\sinx\—i—C
I CR— {knlk € Z}

flz) =ctgz
Exemple. 5.2.1. Avem

/(:p3 + 2¢/x + 2sinz)dr =

:/x3d:c+2/xéd:c+2/sinxd:c:

4

43
:%+2x51—2008x+02

1'4

3 .
:Z+§x\7§—2cosx+0

5.2.2.

/<x21—3+¢12—7x2)d”§:
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_11:15—\/_

23 |z +V3

Metoda integrarii prin parti. O alta metoda care
permite determinarea primitivelor unor functii date este
oferita de integrarea prin parti, data de:

+ 2arcsinz + C

Teorema 5.2.1 Fie f,g : I — R doua functic derivabile pe
1. Atunci

i) fg' este primitivabila daca si numai daca f'g este prim-
itiwabila;

it) daca fg' este primitivabila, atunci

/&uM@szﬂwm@—/f@M@Mr

numita formula de integrare prin parti.

Demonstratie. i) Tinand seama ca f si g sunt derivabile,
avem fg este derivabila si (fg)' = f'g + f¢' de unde rezulta
imediat afirmatia de la i).

ii) Fie H € /f(:v)g’(x)dx. Atunci functia F’ det fg—
este derivabila cu F' = (fg) — H' = f'g. Asadar avem H =
M+F€ﬂ@%ﬂ—/f@ﬂﬂﬂﬁﬁﬁ

[ H@lg@is < f@lgo) - [

Remproc daca consideram G €  f(x)g(z) —
/f x)dr, atunci exista H € /f’(x)g(x)d:c cu

fg — H. Cum G' = (fg) — H = fg, deducem
ca G e / fg'dx, adicd am demonstrat si incluziunea

- [ @@y ¢ [ @) @)z
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ceea ce trebuia aratat.
Practic, daca avem de calculat / h(x)dx se cauta sa se

scrie h(z) = f(x)g'(x).
Exemple 5.2.3. Pentru calculul integralei

1= /xZIdx,

punem
fla) =2, g'(x)=2"
2]}
/ — 1 _
sl avem

2% 1
[: . _ z —
o In2 1112/2 du

_x-2$ 2%

In2 In?2

5.2.4. Pentru a calcula

I = /xcosBxdx

+C.

punem
f(x) =z, ¢'(x)=cos3z
sin 3x
=1 ga)="2
sl avem
7= Losin3 1/' 3a dy =
= gosindr — o [ sindrde =

1 1
= gscsinf-i:t:—l— §COS3£C+C.
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Observatia 5.2.1 Daca functiile f,g : I — R sunt derivabile
de n ori pe intervalul I, n € N*, atunci are loc formula
generalizata de integrare prin parti

/E@MW@Mx:ﬂmw%%m—f@mW”@w
+..-+<—1Vf{ﬂ”4xxnxx>+<—4r1/fﬂmcwgcwdx

Exemple. 5.2.5. Pentru a calcula [ = /(:c2 —2z)e"dx

punem
g (z) =€

flz)=a" =20 = g®(2) = €
Fle) =20 -2 = (2) = &
[0 a) =2t gla) =
FO ) =0 = gla) =
si avem
I = (2* —27)e" — (20 — 2)e* + 2" + C =
= (2° —4x +4)e" + C.

5.2.6. Pentru a calcula

I = /eax sinbxdr, a,be€ R"

punem
g"(x) = sinbx
sin bz
fla)=e =5 g = -5
_ sin bz
Fa) = ae** > gla) = -0
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b2
$i avem
I= _cosbe + 2 oo sin by — a—2]
b b? b?
de unde -
I= a;—i— 72 (asinbx — beosx) + C.

Observatia 5.2.2 Urmatoarele tipuri de integrale se cal-
culeaza comod prin metoda integrarii prin parti:

1) /Pn(:)s)abx“dm, a>0,a=#0, P,—polinom de gradul n
n € N* (se pune f(z) = P,(x));

2) / Pu(z) - Pu(z)dz (se pune f(x) = Pu(z), k —

min(n,m));

3) /Pn(x) sin(ax + b)dx (se pune f(z) = P,(x));
4) /Pn(:c) cos(ax + b)dx (se pune f(z) = P,(x));

5) /u(m) Inv(x)dx (se pune f(z) =Inv(x));

arcsin v(z)
arccos v(x
6) /u(x) arctg v((x)) dx  (se pune f(x) =
arcctg v(x)
arcsin v(z), respectiv  arccosv(z), arctg v(x),

arcctg v(z));
7) /\/;1;-2 + a2dx (se pune f(z) = Va2 £ a?);
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8) /\/(12 — 22dx (se pune f(x) = va? — 22).

Metoda schimbarii de variabila (substitutiei).

In matematici schimbarea de variabild joaca un rol im-
portant. Formal, o schimbare de variabila poate fi consid-
erata ca o transformare a unei functii, pornind de la ideea
unei notatii (schimbéari) convenabile de variabila, in scopul
simplificarii rezolvarii unei probleme.

O schimbare de variabila poate fi privita astfel: daca
avem o problema ce contine variabila x, substituim z cu o
alta expresie, exprimata printr-o variabila noua (de exemplu
x = h(t)), cu scopul ca in noua formulare problema sa aiba o
solutie mai simpla.

In aflarea primitivelor unor functii schimbarea de
varaibila este o metoda eficienta.

Teorema 5.2.2 Fie I,J doua intervale din R si g : [ — J
o functie deriwabila, iar f : J — R o functie primitivabila.
Atunci, functia (fog)-g : I — R este primitivabila i daca
F este o primitiva a lui f, atunci avem

[(Feg@y @) = (Fog)@) +C.
numita formula schimbarii de variabila.

Demonstratie. Sa observam ca F' o g este derivabila pe [
deoarece este compunere de doua functii derivabile gi avem

(Fog) =(Fog)-g=(fog)d.
De aici rezulta ca (f o g) - ¢’ este primitivabila si
[(ro9)@ - g@xs = (Fog)ia)+C.

Practic, formula schimbarii de variabila se aplica atunci
cand dorim sa calculam o integrala de forma:

/h(:c)d:c,
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xel.

Ea are doua variante de lucru, una directa si una de tip
invers.
In varianta direct (numita de multi matematicieni prima
metoda de schimbare de variabild) se observa ca h(x) =
f(g(x))g'(x). In acest moment facem schimbarea de variabild
(substitutia) g(z) = t. Apoi inlocuim prin diferentiere ¢'(z)dx
prin dt (adica dt = ¢'(x)dz) si obtinem

/f@@»d@ﬂwz/fwﬁ
~

Daca [ f(t)dt = F(t) + C, atunci
[ statang@as = gy + ¢

In varianta de tip invers (numita de catre unii matem-
aticieni a doua metoda de schimbare de variabila) se
face schimbarea de variabila x = ¢(t), g : I — J, g derivabila
si bijectiva. De aici, prin diferentiere avem dx = ¢'(t)dt si
integrala ia forma

[ = [ o) ear

Daca
[ o) 0= (o) + C.

atunci
/h(x)dx = H(g '(z))+C.

Exemple 5.2.7. Fie de calculat integrala
2 1
/ de, r € R.
224+ +1
Facem schimbarea de varaibila g(z) = 2% + x + 1 = t,
te[2,00) cu (224 1)dx = dt.
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Avem

dt

2 1

si prin urmare:

5.2.8. Sa calculam /\/(12 — x%dx, a > 0.
Consideram functia f : [—a,a] — R, f(z) = Va? — 2%

Se observa ca punand x = h(t) asint, cu h : [—g,g] —
[—a, a], h bijectiva si derivabila pe [—g g}, avem

Y

/\/a2 — 22%dx = a/ V1 —=sin’t a costdt = a2/cos2 tdt.

Cum

1+ cos2t t sin2t

2

tdt = | — = — C
/cos / 5 2—|— 1 + C,

x
t = arcsin — gi sin2t = 2sintcost = 2sintv/1 — sin’¢
a

obtinem

1 1 2
/\/@2—x2da;:a2 <§arcsin§+—-2£ 1_x_> +C =

4 a a?
2
= %arcsinz + g\/CLQ —x2 4+ C.
a

5.3 Aflarea primitivelor functiilor rationale

In acest paragraf prezentam pe scurt aflarea primitivelor
functiilor rationale.
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O functie f : I — R, I interval, se numeste rationala
daca f(x) = P(x)/Q(z), unde P si @ sunt functii polinomiale
cu coeficienti reali si Q(x) # 0, oricare ar fi x € I.

Definitia 5.3.1 O functie rationala f se numeste simpla
daca are una din formele:

i) f este functie polinomiald;

A
i) f(z) = @ —ay’ ne€ N,z el I C (—o00,a) sau

I C (a,00);

Bx+C
(azx? + bx + )

i) f(x) = ,neN a0, b —4ac<0.

Din algebra se cunoaste urmatoarea teorema fundamen-
tala de descompunere in fractii simple

Teorema 5.3.1 Fie f : I — R, f(z) = P(x)/Q(x),
(Q(x) # 0, oricare ar fi x € I), P si Q polinoame prime
intre ele, o functie rationald.

Presupunem ca descompunerea lui () in factori primi are
forma

Q(z) = (z —d)™ ... (x — dp)* (a2 + byz + 1) ...

unde b — 4ac; <0, j=1,n



Atunci f se descompune, in mod unic, sub forma:

f(z) =
= Ay k Ag Aak k }
) + kg Lok )
; |:Q? — dk Z' — dk)2 (513' — dk)ak
- Bz + Cyy Box + Cy; 2

+ : : TR

i1 a12? + bjx + ¢; (CLQCC +bix + Ci)

B, iw + Cp,.i
(a;z? + bix + ¢;)Pi
(5.1)

unde S este o functie polinomiala cu coeficienti reali, iar A;y,
B, ;, Cy; sunt constante reale.

Daca grad P > grad @), atunci se face impatirea lui P
la @ siavem P=S5-Q + R, unde grad R < grad () si deci

R(x)

Acum pentru R(z)/Q(z) avem descompunerea in fractii
simple de tipurile ii) i iii) si corespunde celor doud sume din
(5.1). Pentru aflarea coeficientilor se procedeaza prin metoda
coeficientilor nedeterminati sau prin metoda valorilor parti-
culare.

Asgadar, calcularea primitivelor functiilor rationale se
reduce la integrarea functiei putere si gasirea primitivelor
fractiilor simple.

Pentru fractii simple de la ii) avem

A
/ de = Aln|z —a|+C
Tr—a

/ A dr = A . L +C, n>2.

(x —a)r n—1 (z—a)n?!

191



Acum sa calculam primitivele fractiilor simple de la iii).
Pentru n = 1 avem

/ Bz +C /%(2ax+b)+C—Bb
dr =

_— 2 gy =
ax?+bxr+c ax?+bxr+c

B Bb dz
= 2 nlaz® +b I Y
2an|ax+x+c|+((] 2a>/am2+bm+c

Integrala ramasi se calculeazi scriind ax? + bz + ¢ sub

forma canonica:
N b\? b2 —4dac
alr+— | ———|.
2a 4a2

5r + 3
2202 —3x +1

b c
ar’+br+c=a [a2 + —x+ —] =aq
a a

Exemplul 5.3.1. Sa calculam / dx, x > 1.

Avem
5z 4 3 24z -3)+3+ L
/—x—l— d:v:/‘l(x ) L dy =
202 — 3r + 1 212 —3x +1

5 27 dx
e P D PO | ity
g2 =3 |+4/2x2—3x—|—1

/ dx _1/ dx B
202 —3z+1 2 223241

si

3 1
4 16 4
1 1 r—3—1
=—-—n 3 L+ C =
-1
—In|Z |+ C.
=3
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Asadar

5r — 3 5)

|+ C.
r—3

Pentru n > 2 procedam astfel:

/ Bx +C dr —
(az? +br +c)n

_/%(QCLLU—}-I))—FC—%

(azx? + bx + )
(5.2)
B 1 1

_%.n—l(axQ%—bx—l—c)"—le

(e B / d
2a (az? + bx + )

In integrala ramasa scriem ax? + bx + ¢ sub forma
canonica si facem substitutia = + % = t, rezultand integrala

de tipul
/ dt
(t2 + p2)n ’
—A A
unde p = “on pentru cazul cu "+ si, respectiv, p = 2£
a a
pentru cazul cu ”—", A = b? — 4ac.

Integrand prin parti, pentru integrale se gasesc formulele
de recurenta

/—dt dr =+ L t +
(24p?)n " T 2(n—1)p? (2 £ p?)n!

n 2n —3 / dt 9 3
20n —1)p* ) (2 £p*)* Y o
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Revenind in (5.3) la variabila z, obtinem formula de
recurenta

| Gt
(ax? + bx + ) e

(5.4)
Ax+ B / dx
= + « ,
(az? + bx + ¢)n! (ax? + bx + ¢)n!
n=2,3,...,unde A, B, @ sunt numere reale.
Aplicand repetat formulele (5.4), gasim egalitatea
/ Bx+C
dr =
(ax? + bx + )

(5.5)

P, _3(x) )\/ dx

- (ax? + bx + ¢)n-1 ar?+bx + ¢’

unde Py, _3(x) este un polinom de gradul 2n — 3 (mai mic cu
o unitate decat al numitorului) cu coeficienti nedeterminatgi,
iar A o constanta.

Practic, pentru a calcula

Bx+C
d > 2
/(ax2+bx—|—c)” Hon=s

se poate proceda ca mai sus sau scriind direct (5.5) si de-
terminand coeficientii polinomului Py, 3(z) si a constantei A
prin identificare. In acest scop, se deriveaza in (5.5) si gasim

Bx+C B
(az? + bz +c)*
P}, s(x)(ax? + bz + ¢) — (n — 1)(2ax + b) Py, _3(x) N
(azx? + bx + )"
A
P +bx + ¢
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Eliminand numitorul, ajungem la o egalitate de doua
polinoame, de unde, prin identificare, rezulta un sistem de
ecuatii liniare, avand ca necunoscute coeficientii polinomului
P2n73(x) §1 A
Exemplu 5.3.2. Calculati

/ 3r+7 J
x.
(22 — 3z +2)3

Scriem egalitatea

do —
22— 3w+ 23 (22— 3z 1 2)?

+)\/ du
2 —3x+2’

de unde, prin derivare si eliminarea numitorului, gasim:

/ 3x+7 _Ax3+B:c2+C’:c+D
(

3147 = (3A2*+ 282+ C)(2° — 32 +2) —2(2xv — 3) (Az” + Bx*+
+Cx + D) + Aa? — 32 + 2)%
Prin identificare obtinem sistemul de ecuatii:

—A+A=0
3A+2B+6=0
6A-3C+13=0
AB+3C —4D —12=3
204+4D +4=17

care are solutia

21 1
A=r=69, B=-92 o437 p=_3
2 2
Cum
dx dx x —
[~ oy =l



in final gasim:

i

r—2

3r+7 138x3 — 62122 + 874z — 381
dr =
(22 — 3z +2)3 2(2? — 32 4 2)?

5.3.3. Sa calculam

a8 — 22 —2
[ e

Avem

cu

=1 (24 D(z-1)(z+1)

A N B +Cx+D
r—1 z+1 x2+1

Efectuand calculele, gasim

1

1
4’

Acum obtinem:

+In

x+1

+c.

6 _ .2 _ 3 1 1 1
/ud:p S |x—1|—|—Zln |x—|—1|—zln(a:2+1)—l—C’.

1 — 24 3 4

5.4 Primitive de functii irationale

In acest paragraf prezentam metode de gasire a primi-

tivelor unor clase de functii irationale.
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5.4.1 Integrale de tipul [; yxel, I

_/ dx
vax?+bx +c

un interval pe care az? +bx +c >0

Scriem az? + bx + ¢ sub form# canonica si obtinem o
integrala de una din formele

/ du <ot / du
Vu? £ k2 k2 —u?’

Exemplul 5.4.1. Sa calculam

I —/ du xe(—l 1>
YU VT2t 6r+ 1 7))

Avem succesiv

k> 0.

7 / dx 1/ dx
1: = — p—
o2 6,11 /T
VTl = S - 4] \/_[(x_;)tg]
1/ dzx 1 — 3
- = —zarcsin —; +C =
VIS @yt VT 7
—iarcsin7x_3+0
_\/7 )
mx +n

5.4.2 Integrale de tipul I, = yrxel, I

vax?+bx +c

un interval pe care az®> +bx +c >0

Mai intai facem sa apara la numarator derivata lui ax®+
br + c. Avem

m bm
]2:/%(2a$+b)+n—%dx:
vax?+bx +c

m bm dx
SN ey e (L ,
a 2a Vazr? +br +c

care se gtie finaliza.
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P,(x)
vax?+bx +c

P,(x) este un polinom de grad n

, unde

5.4.3 Integrale de tipul I3 = /

Formula obtinuta la 5.4.2. ne sugereaza urmatoarea
relatie de calcul

Pn(x)
var? +bx +c

dr = Qn_1(x)Vax? + bx + c+

dx
A / ,
vax?+br +c
unde @,,_1(z) este un polinom de grad n — 1 iar A o con-
stanta. Determinarea coeficientilor polinomului @,,—1(x) si a
constantei A\ se face prin metoda identificarii. In acest scop,
se deriveaza in egalitate, se elimina numitorul 2v/ax? + bx + ¢
si se egaleaza coeficientii polinoamelor din cei doi membrii,
rezultand astfel un sistem de n 4+ 1 ecuatii liniare, din care se
afla coeficientii lui Q,—1(z) si constanta .
Exemplul 5.4.2. Sa se calculeze integrala

342+ 3x+4
Va2 4+ 2z +2

Scriem egalitatea

I; = dz, z€R.

3 +222+3x+4

VaZ+2x +2
—(A:c2+B:U+C')\/a:2+2:C+2+)\/

de unde prin derivare obtinem:

54+ 202 +3z+4
e = (2Az + B)Va? + 2z + 2+
Va2 +2x + 2

+(A2* + Bz + C)

dr =

dx
Va2 + 2z + 2

r+1 . A
V2 +22+2 VaZ+2r+2
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Eliminand numitorul si identificand coeficientii poli-
noamelor obtinute, gasim sistemul de ecuatii

3A=1
4A+2B =2
4A+3B+C =3
2B+C =4
care are solutia
1 1 7 )
3’ 6’ ¢ 6’ 2

Cum

/ dx _/ dx B
V2 +2x+2 Vie+1)2+1
In(z+ 14+ Va2 +2x+2)+C,

obtinem
3542224 31 +4 1 1 7
e da::(—x2+—x—|——)\/:c2—|—2x+2—|—
Va2 +2x + 2 3 6 6

5
+§ln(m+1+\/:ﬂ2—|—2x—l—2)—|—0.

5.4.4 Integrale de tipul I, = [ P,(z)Vaz?+ bx + cdz,
x € I, I interval pe care ax? + bx + ¢ > 0, iar
P,(z) este un polinom de gradul n

Aceste integrale se reduc la cele de la §5.4.3, prin ampli-
ficarea expresiei de sub semnul integralei cu vax? + bx + c.

5.4.5 Integrale de forma [; = [ (x_d)k\/dathrbﬁc, unde

r €l pecare ar? +br+c>0sixz—d#0

Cu schimbarea de variabila © — d = 1/t aceste integrale
se reduc la integrale de tipul 5.4.3.
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5.4.6 Integrale de forma Ig =
m m M
R (x,xff,xfj,...,x"k>dx, unde R = P/Q est
o functie rationala, P,Q € Rxy,zo,..., %51,
x €l C(0,00), pe care Q(z) # 0

Pentru calcularea lui I notam cu A cel mai mic multi-
plu comun al numitorilor ny, no, . .., ng si efectuam substitutia
x = t*, care conduce la rationalizarea expresiei de sub inte-
grala.

Exemplu 5.4.3. Sa calculam

24+ x
I, = [ 2TV g 00
‘ J/F Jit vz TE (0,00)

Notam z = t'2 si avem dx = 12t''dt. Atunci:

8 (46 8(46 _
:12/Mdt:m/udt:
t+1 t+1

S 141
12/tg(t5—t4+t3—t2+t—1)dt+36/%dt=

:12/@“—t”+#1—#0+ﬂ—¢%ﬁ+

dt
+36/(t7—t6+t5—t4+t3—t2+t—1)dt+36/t+—1:

6 12 12 6 4
DM Z28  g12 2801 P10 2y
7 13 * 1 * 5 3 +
BT 5t 3 2
6|l———+———4+———+——t|+36In(t+1)+C
+ (8 -t et T3S >+ n(t+1)+C,
unde t = ¥x.
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5.4.7 Integrale de forma I; =
my my
fR(x,(a”b) 1 ,...,(M) "k)dx unde z € I

cx+d cx+d
este un interval pe care (ax + b)/(cx +d) > 0,
iar R este o functie rationala

Pentru calculul acestui tip de integrale efectuam
substitutia
ar+b
=1
cx +d
unde A este cel mai mic multiplu comun al numitorilor
ny, oy ..., Ng.

)

5.4.8 Integrale de forma Iy = [ R(z,vax? + bz + c)dz,
x € I pe care ax’>+br+c > 0, iar R este o functie
rationala de doua variabile

De obicei, aceste integrale se calculeaza prin substitutiile
lui Euler. Se deosebesc doua situatii.
Cazul a > 0. In aceasta situatie se foloseste substitutia

lui Euler
Var? +bx+c—+a-x =t

de unde gasim
2 —c

b—2yat’
Cu aceasta schimbare de variabila integrala data se reduce la
una rationala.

Cazul A = b?>—4ac > 0. Observam ci acest caz contine
si situatia @ < 0. Avem az? + br + ¢ = a(z — z1)(x + 22),
unde x1, x5 sunt radacinile reale ale trinomului. Efectuam
schimbarea de variabila

Vax? +bx +c = (v — 1),

de unde obtinem

X

ary — r1t?
a — t2
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Cu aceasta substitutie, calculul integralei Iy revine la
calculul unei integrale rationale.

5.5 Definitia integralei definite (Riemann)

In acest paragraf vom introduce integrala definita in sen-
sul dat de Riemann.
Fie a,b doua numere reale, a < b.

Definitia 5.5.1 Numim diviziune a intervalului [a,b] un

sistem finit de puncte A = (xg,x1,...,2,), unde n € N* gi
a=x0< 21 <...<Tp_1 <z, =0>b. Punctele xog,x1,...,x,
se numesc puncte de diviziune sau nodurile diviziunii
A | dar intervalele [xg, z1], [x1, 2], ..., [Th_1,%,] se numesc

subintervale de diviziune sau intervale partiale.

Definitia 5.5.2 Fie A = (zg,x1,...,x,) 0 diviziune a inter-
valului [a,b]. Numarul [|A| = max(z; — ;1) se numeste

i=1n

norma diviziunii.
Asadar, norma diviziunii este cea mai mare dintre

lungimile subintervalelor de diviziune.
Exemple. 5.5.1. Pentru diviziunea
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5.5.2. Pentru orice numar natural n > 1 consideram

diviziunea A = (zg,x1,...,%,), unde
b—a b—a
Tog=a,r1 =a-+ s, T =a+1 yeeey Ty =
n
b—a b—a
=a+(n—1) Ty =a+mn =,

n
numite si diviziunea n—echidistanta. Norma ei este

JAl = (b - a)/n.

Definitia 5.5.3 Fie (A,)n>1 un sir de diviziuni asociat inter-
valului [a,b]. Vom spune ca sirul (A,),>1 tinde (sau con-
verge) la 0 in norma daca

lim [|A,] = 0.

Exemplul 5.5.3. Daca A,, = (z¢,x1,...x,) este diviziunea
n—echidistanta, atunci sirul de diviziuni (A,) converge in
norma la 0 deoarece

=0.

h—

lim |A,| = lim ¢
Definitia 5.5.4 Fie date f : [a,b] — R o functie A =
(xo,T1,...,x,) 0 diviziune a intervalului [a,b] si punctele
& € [y, x), 1 = 1,2,...,n (numite puncte intermediare
ale diviziunii). Numarul

o(f,0,8) = f(&) (@i — i)
i=1
se numeste suma Riemann atasata functiei f, diviziunii A
st punctele intermediare &;.

Observatia 5.5.1 Uneori se folsoeste denumirea de suma
riemanniana in loc de suma Riemann. Mai este folosita
st denumirea de suma integrala.
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Observatia 5.5.2 Litera greceasca & se citeste ksi si core-
spunde literei x din alfabetul latin.

Observatia 5.5.3 Putem da $i o interpretare geomelrica
sumei o(f,A,€). Pentru [ : [a,b] — (0,400) consideram
multimea punctelor din plan delimitata de graficul functiei,
aza Ox $i dreptele v = a, x = b. Aceasta mulfime se noteazd
prIN

Ly={(z.y) ER*a<z<b0<y< f()}
st se numeste subgraficul lui f.

Termenul f(&)(x; — x;—1) al sumei o(f, A, £) reprezinta
aria dreptunghiului de baza z; — x;_; si inaltimea f(&;) si
aproximeaza aria trapezului curbiliniu (fig.5.5.1.) marginit
de graficul functiei, axa Oz si dreptele x = z;_1, z = x;.

Fig.5.5.1.

Numarul o(f, A, £) aproximeaza aria subgraficului lui
f. Se observa ca daca lungimea z; — x;_; este mica, atunci
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aria dreptunghiului de baza x; —x;_, aproximeaza "mai bine”
aria trapezului curbiliniu. Rezulta ca daca lungimile subinter-
valelor diviziunii A sunt mici, atunci o(f, A, §) aproximeaza
”mai bine” aria subgraficului lui f.

Definitia 5.5.5 Fie funcfia f : [a,0] — R. Spunem
ca functia f este integrabila Riemann pe [a,b] daca
pentru orice gir (4A,) de diviziuni ale lui |a,b], conver-
gent la 0 in norma si oricare ar fi punctele intermediare
§im € [Ticin, Tinl, © = 1,2,..., ky, sirul sumelor Riemann
(o(f, Ay, &in)) este convergent la acelagi numar real.

Numarul real I pentru care lim o(f,A,, &) = I se

b

noteaza prin / f(z)dz ¢i se numeste integrala definita a

a

b
lui f pe [a,b]. Citirea corecta a simbolurilor / f(x)dx este

integrala de la a la b din f(x)dzx.

Simbolul [ se numeste semnul integralei. Numerele a
si b se numesc limite de integrare: a este limita inferioara
de integrare, iar b este limita superioara de integrare. In-
tervalul [a, b] este numit intervalul de integrare. Functia
f se numeste functia de integrat sau integrant. Variabila
T se numeste variabila de integrare.

In continuare, pentru simplificarea limbajului, vom
folosi denumirile simplificate: functie integrabila in loc de
"functie integrabila Riemann” si integrala in loc de ”in-
tegrala Riemann”. De asemenea, daca f : [a,b] — R este
integrabila pe [a, b], vom zice ca f este integrabila.

Observatia 5.5.4 Variabila de integrare este o wariabila
muta (libera), in sensul cda o putem nota cu orice literd.
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Altfel spus, avem egalitatea

jf@ﬂx:jf@ﬁ.

Observatia 5.5.5 Integrala lui f pe [a,b] (cand exista!) este
unic determinata de integrandul f si intervalul de integrare
[a,b] deoarece limita unui gir convergent este unicd.

Exemplul 5.5.4. Functia constanta f : [a,b] — R, f(x) =k,
pentru orice x din [a, b], unde k este un numar real fixat, este
integrabila.

Pentru a justifica aceasta afirmatie alegem un sir
(Ap)n>1 de diviziuni ale lui [a,b] convergent in norma la
0 si sistemele de puncte intermediare &, € [Ti—1n,Tinl,
1=1,2,...,k,. Atunci, pentru orice n, avem

kn
U(f7 Ana gz,n) = Z k'(xz,n - xifl,n) = k(b - CL).

i=1
Rezulta ca

lim a(fu Ana fl,n) = k(b - CL),

n—oo

ceea ce ne demonstreza ca

flz)=k este integrabila

b

/mmzkw—@.

a

Teorema 5.5.1 (de caracterizare a integrabilitatii cu ¢

si 0). Functia f : [a,b] — R este integrabild pe [a,b] daca si
b

numai dacd, existd un numdr real I (de fapt I = [ f(x)dz) cu
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proprietatea: pentru orice € > 0 exista d. > 0 astfel incat ori-
care ar fi diviziunea A a lui [a,b] cu ||Al| < 6. si oricare ar fi
sistemul de puncte intermediare & € [z;_1,2;], 1 =1,2,...,n
corespunzatoare lui A avem |o(f,A€) — 1| < e.

Demonstratie. Necesitatea. Presupunem ca f este integra-
b

bild pe [a,b]. Atunci ludm I = [ f(z)dz si considerdm ca
a

exista un gy > 0 cu proprietatea ca pentru oricea n natural

existd o diviziune A, a lui [a, b] cu |A,| < + si exista o alegerea

a sistemelor de puncte intermediare &; ,, € [Ti_1.n, Tin), i = 1,1

corespunzatoare diviziunii A,, aga incat |o(f, A, &n) — I| >

€op pentru orice n > 1. Ultima inegalitate contrazice faptul ca

lim o(f, An,&in) =1

n—oo

deoarece lim ||A,]| = 0. Contradictia ne arata ca pentru
n—oo

b
I = [ f(z)dx are loc proprietatea din anunt.

a
Suficienta. Admitem ca exista I real cu proprietatea
din enunt. Vom demonstra ca f este integrabila si avem [ =

b
[ f(z)dz. Pentru aceasta consideram un sir (A,), n > 2 de

diviziuni ale lui [a, b] care converge la 0 In norma si sa alegem
in mod arbitrar punctele intermediare &, € [i—14, Tin], ¢ =
i, k,. Atunci pentru orice ¢ > 0 existd un 6, > 0 asa incat
ALl < .. Aceasta inseamna ca exista un rang n. € N cu
proprietatea ca ||A,| < d. daci n > n., n € N. Atunci,
pentru orice n > n. avem

|U(f7 Anvgi,n) - I| <ég,

adica
lim o(f, An,&in) = 1.

n—o0
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Aceasta Inseamna ca [ este integrabila si

[= /b f()dz

Acum putem demonstra un rezultat important relativ
la functiile integrabile.

Teorema 5.5.2 (de marginire a functiilor integrabile ).
Daca functia f : [a,b] — R, a < b, este integrabila pe |a,b],
atunci f este marginita pe [a,b].

Demonstratie. Din f integrabila pe [a, b], conform cu Teo-
rema 5.4.1., pentru ¢ = 1 exista [ € R gi 6 > 0 astfel ca
lo(f, A, §)—1I| < 1, pentru orice diviziune A = (zg, 21, ..., Z,)
si orice alegere a punctelor intermediare & € [z;_1,2;], i =
1,2,...,n.

Pentru a demonstra ca f este marginita pe [a, b] este su-
ficient sa aratam ca f este marginita pe orice interval partial
[.I'Z‘_hl‘i], 1= ]_, 2, oy n.

Fie deci k € {1,2,...,n} fixat. Notam

Ok = Z f(&) (i — i)
iz
sl avem
I—-1<o(f,A6)<I+1

si
o(fiA,8) = on+ f(&) (T — Tr1).
De aici, obtinem inegalitatile
I—1—0,< f(fk)(a:k —xk,l) <I+1 — Ok,
ceea ce implica
I—1—-0 I+1—0
<) < ———

)
Tp — Tk—1 T — Tg—1
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pentru orice & € [rg_1,xg]. Deci, conchidem ca f este
marginita pe [Tg_1, Tgl.

In incheierea acestui paragraf preyentam doua clase im-
portante de functii integrabile, cele monotone si cele continue
pe [a, b].

Teorema 5.5.3 Daca f : [a,b] — R este monotona pe [a,b],
atunci ea este integrabila.

Demonstratie. Daca f este o functie constanta, atunci ea
este integrabila (vezi Exemplul 5.5.4.).

Presupunem ca f nu este constanta sgi ca este
crescatoare. Consideram girul (4A,) de diviziuni, cu A, =
(.I'o’n, Tiny .- ,kan) §1 JLI{:O HATLH = 0. Daca fi,n €

[%i—1ns Tinl, © = 1, k, sunt punctele intermediare, atunci

f(xi—l,n) < f(fz,n) < f(xz,n)az = 17 kn

De aici rezulta

f@icin)(@in — Ticin) < f(&n)(@in — Tic1) <

< f(@in)(@in — Ticin)s

de unde prin insumare dupa ¢ = 1, k,, gasim

kn

Z f@ican)(@in — zicin) < o(f, Ay, &) <

= b (5.6)
< Z f(xi,n)(xi,n—zi_l,n)

=1
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Facand diferenta sumelor extreme obtinem:

kn
- Z f(xi—l,n)(xi,n - xxifl,n) -
=1

& (5.7)
= Z(f(-rz,n) - f(xi—l,n))(xi,n - xi—l,n) S

< 1A Y i) — F(zi1)) =
1A (F(b) = f(a)).

Deoarece lim ||A,||(f(b) — f(a)) = 0, conform criteriu-

lui clegtelui, din (5.7) deducem ca diferenta sumelor extreme
din (5.6) este convergenta la 0. Cum fiecare suma este un sir
crescator gi marginit (relativ la n), atunci din (5.6) obtinem
ca cele trei sume au aceeasi limita si anume

Teorema 5.5.4 Daca functia f : [a,b] — R este continua pe
la,b], atunci f este integrabild pe |a, b].

Demonstratia acestei teoreme cere introducerea
notiunilor de sume Darboux, ceea ce face sa renuntam
la ea (vezi [20]).

Definitia 5.5.6 Daca f : a,b — R, a < b este o functie
integrabila, atunci prin definitie:

1) /af(x)dx:O st
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5.6 Proprietatile integralei definite

In acest paragraf vom prezenta proprietatile principale
ale integralei definite (Riemann).

Teorema 5.6.1 Daca f,g : [a,b] — R sunt doud functii inte-
grabile pe [a,b], iar o, f € R, atunci af + (g este integrabila
pe [a,b] si avem egalitatea

b b b

[t + sg@yiz =a [ s+ 5 [ o).

a 1 a
Demonstratie. Fie (A,),>1 un sir de diviziuni ale lui [a, 0],
cu Ay = (Topm, T1my - -5 Thpm) §1 UM ||A,|| = 0.

Daca &, € [Ti—1n, Tin) © = 1, k, sunt punctele interme-
diare, atunci avem

kn

O‘(Oét + ﬂga Ana fz,n) = Z[O‘f(gz,n) + ﬁg(gz,n)](xz,n - xi—l,n) =

=0
kn

kn,
=) f(&n)@in — Tic1n) + B 9(En) @in — Tim1n) =
1=0

1=0 -
= CYU(f, An, &,n) + 60(y7 An7 gl,n)

Cum f, g sunt integrabile rezulta ca

lim o(af + B9, An, &in) = a lim o(f, Ay, &in)+

b b
49 lim o9, Ans6i) = [ f@)do+ 5 [ gla)ds
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Prin urmare, o f + g este integrabila si are loc formula
din enuntul teoremei.

Teorema 5.6.2 (Proprietatea de ereditate a integra-
bilitatii). Daca functia f : [a,b] — R este integrabila pe
[a,b], atunci, pentru orice interval [, 5] C [a,b], [ este inte-
grabila si pe [a, (]
Lasam demonstratia in seama cititorului

Teorema 5.6.3 (Proprietatea de aditivitate fata de in-
terval). Daca functia f : [a,b] — R este integrabila pe |a, D]
sia < c <b, atunci [ este integrabila pe |a,c| si pe [c,b] i
avem egalitatea

/bf(m)dx:/cf(a:)da:+/bf(x)dx.

Demonstratie se face cu ajutorul sumelor integrale.

Teorema 5.6.4 (Proprietatea de semn)Daca f : [a,b] —
R este o functie integrabila si f(x) > 0 (respectiv < 0), oricare
ar fi x € [a,b], atunci

b
/f(il?)div >0 (respectiv <0).

Demonstratia rezulta imediat din definitia integralei cu
ajutorul sumelor integrale.

Teorema 5.6.5 (Proprietatea de monotonie) Daca
fyg ¢ la,b] — R sunt functii integrabile pe |a,b] asa incadt
f(z) < g(x) pentru orice x € |a,b], atunci

b b

[ @< [gtayas

a a
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Demonstratie. Folosim g(x) — f(z) > 0, (V)z € [a,b] si
proprietatea de semn a integralei (Teorema 5.6.4).

Teorema 5.6.6 (Proprietatea modulului) Daca f
la,b] — R este o functie continud, atunci are loc inegalitatea

/bf(x)da: < /b|f(:v)]da:.

Demonstratie. Deoarece f este continua rezulta ca |f| este
continua, deci integrabila. Tinand seama de inegalitatile

=) < fl2) <|f(@)],  (YV)z € la,b]

si aplicand Teorema 5.6.5, obtinem

b b b

- [1@lds < [ s < [ 17w,

a a

/bf(x)dx < /b|f(x)|dx.

Observatia 5.6.1 Proprietatea modulului ramane valabila si
daca consideram functia f numai integrabila (v. [13]).

de unde

Teorema 5.6.7 (Prima formuld de medie a calculului
integral.) Daca f,g : [a,b] — R sunt functii integrabile pe
la,b], iar g are semn constant pe |a, b, atunci exista un numadr
a, cum < o < M, m si M marginile lui f pe [a,b],a stfel
incat ,

iﬂ@ﬂ@w=a/mwm,

a

numita prima formula de medie a calculului integral.
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Demonstratie. Sa presupunem ca g(z) > 0, pentru orice
r € [a,b. Cum m < f(z) < M, (V) € [a,b,a vem
mg(x) < f(z)g(z) < Mg(x), (Y)x € [a,b]. De aici, aplicand
proprietatea de monotonie a integralei, obtinem

m/bg(x)d:r < /bf(x)g(l’)dx < M/bg(l’)dw. (5.8)
Daci

atunci

si putem alege o € R.
Daca

atunci din (5.8) avem
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si alegem

[ t@gas

a

o= ——

Observatia 5.6.2 Daca f este continud pe [a,b], atunci e-
zistd ¢ € [a,b] asa incat f(c) = a si deci formula de medie ia
forma

/b F@)g(x)dz = f(c) / o(x)dz.

a

In particular, pentru g(x) =1, z € [a,b], obtinem

[ t@de = r@)6 - a).

Observatia 5.6.3 Formula lui Bonnet sau a doua for-
mula de medie a calculului integral.

Daca f i g sunt integrabile pe |a,b], [ pozitiva si mono-
ton descrescatoare, atunci exista c, ¢ € |a,bl, astfel ca

C

/ﬂmwmmzﬂm/m@m (v./15])

a

Observatia 5.6.4 Se demonstreaza ca daca f,g : |a,b] —
R sunt doua functii integrabile, atunci si fg este integrabila

(v-[15])

Teorema 5.6.8 (Teorema de existentd a primitivelor
unei functii continue.) Pentru orice funclie continud f :
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[a,b] — R, functia F : |a,b] — R, definita prin
b

Flz) = / FOdt, (V) € [a, 1]

este o primitiva a lui f cu F(a) = 0.

Demonstratie. Fie 2y € [a,b] si z € [a,b], © # xo. Atunci

F(z) — F(zo) = / F(t)dt — / F(t)dt = / fHdt.  (5.9)

xr
Aplicdim prima formuld de medie integralei [ f(¢)dt.
zo
Deci, exista ¢, € [xg,x] sau ¢, € [z, x|, dupa cum zq < x
sau xg > r, asa incat

/ F(0)dt = Feo)(x — z0). (5.10)

Din (5.9) si (5.10) rezlta

P = Mw) _ (e,
r — Tg
de unde
i T ) fj””(’) = lim f(e.) = f(ro)

(deoarece ¢, este cuprins intre x si g, iar f este continua).
Cele de mai sus sunt valabile gi daca zo = a sau xo = b.
In concluzie, F este derivabila pe [a,b] si F' = f,a dica
F' este o primitiva a functiei f. Conform, cu Definitia 5.5.6,
avem F'(a) = 0.
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Observatia 5.6.5 Se demonstreazd usor ca daca f : [a,b] —
R este o functie continua, atunci orice primitiva F ce se cere
se anuleazd intr-un punct xo € |a,b] are forma

Flz) = / F(t)dt

Teorema 5.6.9 Daca f : [a,b] — R este o functie integrabila
care admite primitive pe [a,b], atunci pentru orice primitiva
F alui f are loc egalitatea

[ f@de™ Pl = F) - F),

numita formula lui Leibniz—Newton.

Demonstratie. Fie A, = (2o, Z10, ..., Tk, n) un sir de di-
viziuni ale intervalului a, b convergent in norma la zero.

Aplicam functiei F' teorema cresterilor finite pe inter-
valul [;_1 p, T; 5] si obtinem punctul & ,, € (x;-1,%;,) cu pro-
prietatea

F(xi,n)_F(xi—l,n) = F,(gi,n)(xi,n_xi—l,n) = f(fi,n)($i,n_xi—1,n)-

Acum putem scrie

kn,
o(f, Bns&in) =D f(&in) (@in — 1) =
=1

= [F(xin) = F(xi10)] = F(b) = F(a), (V)n €N,
i=1
Cum f este integrabila, obtinem

lim o(f, An, &) = /f(m)dx = F(b) — F(a).
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Observatia 5.6.6 Exista functii integrabile care nu admit
primitive, dupd cum exista functit marginite care au primi-
tive, dar care nu sunt integrabile.

5.7 Calculul integralelor definite

In acest paragraf vom expune cateva din principalele
metode de calcul al integralelor definite.

5.7.1 Calculul integralelor cu ajutorul sumelor inte-
grale
Metoda este greoaie si nu este practica.
5.7.2 Calculul integralelor cu ajutorul formulei lui
Leibniz—Newton

Este cea mai folosita metoda de calcul pentru integralele
b

definite. Daca avem de calculat / f(z)dz, atunci se gaseste

o primitiva F' a lui f si avem

[ f@yds = Pl = Fo) - Fl@).

Exemplul 5.7.1. Sa calculam

2

r+1
I —
/x2+1dx

1

Avem

r+1 T 1
dr = d dr =
/x2+1x /:102—1—136—i_/x2+13j
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1
=5 In(2? + 1) + arctgr + C

si
2

1
I= 3 In(z? 4+ 1) + arctgx]
1

1 1
:§ln5+arctg2—§ln2—%:

U2 4 aretg2 - ©
= —In = + arctg2 — —.
23 &Y

Practic, se scrie direct:

2
/x+1 /
24+ 1
1

1

2
+/ dx B
2241

1

1 1
= iln(a: +1)[}rarctgz|j= —1n2 + arctg2 — Z =

Ln 2 4 arctge - ©
= —1In— +arctg2 — —
25 827

5.7.3 Metoda integrarii prin parti
Aceasta metoda are la baza urmatorul rezultat:

Teorema 5.7.1 (Teorema de integrare prin parti).
Daca f,g : [a,b] — R sunt doud functii derivabile, cu derivate
continue, atunct

/ f(@)d (@)dz = f(@)g(x)] ~ / f(@)g(x)da

numita formula de integrare prin parti.
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Demonstratie. Din (f - g)'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(z), ori-
care ar fi x € [a, b], rezulta ca f - g este o primitiva a functiei
f"g+g-¢. De aici, conform formulei lui Leibniz—Newton,
avem

[y @ar= (9@l [ rg@ides [ 1@y,
;e unde “ “

/fmmquzurm@M—/fmmqu

Exemplul 5.7.2. Sa se calculeze intgrala
1
I= /(x+ 1)e"dx
0

Avem
1

[:(x+1)e””|(1]—/e’“"dx:26—1—69”\(1):26—1—6—1—1:e.
0

Observatia 5.7.1 Daca functiile f, g : [a,b] — R sunt deriv-
abile de n ori pe intervalul [a,b], n € N*, cu f™ si g™ con-
tinue, atunci are loc formula generalizata de integrare prin
parti:

/&mewa:
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Exemplul 5.7.3. Sa se calculeze integrala

T

I= /(x2 + x)sin 2z dx.

0

Avem
flz)=a*+2 g"(z) = sin2zx
2
e R
sin 2x
ey =2 g =0
cos 2x
=0 )=
sl avem:
2 in 2 2¢]|"
I _(w2+x)cos x+(2x+1)sm T geos2z|
1 8 |,
1, 1 w(m+ 1)
= — — . 0 = —
2(77 +7) + 1 5

5.7.4 Metoda schimbarii de variabila sau substitutiei

Aceasta metoda are la baza urmatorul rezultat:

Teorema 5.7.2 Fie u: [a,b] — [ si f: 1 — R doud functii
care verifica conditiile:

i) f este continud pe I;

it) u este derivabila, cu derivata continud pe [a,b].
Atunci are loc egalitatea

u(b

b )
[t @iz = [ s
a u(a)
numita schimbarii de variabila.
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Demonstratie. Functia f fiind continua, adimite primitive.
Daca F este o primitiva a lui f pe I, atunci F'(z) = f(x),
(V)z € I si avem

u(b)
[ rt = Fa) - Plu(w).
u(a)
Pe de alta parte, observam ca
(Fou)(z) = F(u(x)) - u'(x) = fu(x)d(z), (V)z € [a,b],

de unde

/f 2)dz = (F ou)(x)[;= (Fou)(b) — (Fou)(a) =

— F(uh) - / 0

u(a)

Practic, daca avem de calculat / h(z)dr se cauta sa

se scrie h(z) = f(u(z))u'(x) si se pune u(x) = t. Apoi se
calculeaza t, = u(a), t, = u(b) si dt = u/'(z)dz.
Exemplul 5.7.4. Sa se calculeze

1

I= /:U3\/$2 + 1dz.

0

Solufie. Observdm c& (22 + 1)’ = 2z si 2* = 2?2z, Punem

24+ 1=t ty=1 1 =2, 2z dv = dt i avem:

2 2
/t—lx/—dt /(tg—t%)dt:
1 1
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(9-20)[ -4 (3-34)-
1<2 2) 2v2 2 2(1+V2)

15jL

15 15

Observatia 5.7.2 In varianta de tip invers (numita de catre

unii "a doua metoda de schimbare de variabila”), pentru
b

a calcula /h(x)dx se face schimbare de variabila x = g(t),

g: 1 — J, g derivabila si bijectiva. Daca a = g(a), b= g(B),
avem dx = ¢'(t)dt i

b B
/ h(e)di = / h(g(t))g/(t)d.

Exemplul 5.7.5. Sa se calculeze
I = /\/@2 —2%2dx, a>0.
0

Punem z = asint = ¢(t), g : [O, %] — la, b, g(0) = 0,
g (g) = a, este bijectiva si derivabila.
Cum dz = acost dt, avem

)
]:/\/GQ—a2SiH2tCOStdt:
0

%
1 2t
= a? COSQtdt:az/idt:

[ o\
Bl

2
0
_a t+sin2t %_a27r_7ra2
2 2 JI, 22 4




5.8 Aplicatie economica. Flux de venituri
continue

In paragraful 2.5 am aratat ca valoarea de capital a
unui flux de venituri care variaza de la an la an cu valorile

ag, @i, ..., 0y, adaugandu-se in fiecare an dobanda r%, este
data de formula
m
a.
S = SR
; (1+7r)

Notiunea de integrala definita ne permite sa generalizam
rezultatele in cazul in care veniturile variaza continuu.

Sa presupunem ca veniturile sunt obtinute continuu in
timp, rata fiind de f(t) unitati monetare pe an, in orice mo-
ment ¢ de ani, socotit din momentul initial. Atunci intr-un
interval de timp [t, ¢ + At] masurat in ani, se obtine un venit
aproximativ egal cu f(t)At. Consideram ca si dobanda cu-
mulata variaza continuu cu o rata r%, iar r este functie de
timpul ¢. Aceasta inseamna ca valoarea veniturilor in inter-
valul de timp [t, ¢ + At] este aproximativ egala cu f(t)e " At.

Daca calculam fluxul veniturilor pe o perioada de x ani,
atunci valoarea aproximativa a fluxului este

> ferA, (5.11)

unde Insumarea se face la toate intervalele At ani, delat =0
la t = x. Daca numarul intervalelor de timp creste, fiecare din
ele devenind mai scurt, atunci aproximatia devine mai buna.
Dar, atunci (5.11) este o suma integrala si obtinem pentru
flux formula

S= [ f(t)e "dt
/

Astfel ca am obtinut valoarea de capital a unui flux de
venituri continue.
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Sa consideram cazul particular in care venitul este
obtinut intr-un ritm constant k anual si rata dobanzii este
de % anual si este constanta in timp. Atunci

T xT

S=a /e‘”dt = Lot = g(1 —e ).
r r
0 0

5.9 Ecuatii diferentiale

In aplicatii economice privind probleme de stabilitate,
de cregtere etc., apar modele matematice care contin o functie
(sau mai multe) Impreuna cu derivata ei (derivatele lor).
Astfel de ecuatii (sisteme de ecuatii) se numesc ecuatii
diferentiale (sisteme de ecuatii diferentiale).

Acest paragraf este consacrat prezentarii unor tipuri
simple de ecuatii diferentiale.

Definitia 5.9.1 Se numeste ecuatie diferentiala in functia
necunoscutd y = y(x), x € I, I interval, o relatie de forma

F(:@y’y/’._.’y(n)) =0 (5.12)
unde F' este o functie reald de n + 2 variabile.

Se numeste ordinul ecuatiei diferentiale, cel mai
mare dintre ordinele derivatei care figureaza in ecuatie.

Daca, in particular, ecuatia este explicitata in raport cu
y™ n fiind ordinul ecuatiei diferentiale, adici

y " = fl,y,yt . y" ),
atunci se zice ca ecuatia diferentiala este data sub forma nor-
mala.
Pentru n = 1 se obtine o ecuatie diferentiala de or-
dinul intai.
Daca ecuatia (5.12) are forma
ao(2)y™ + a1 (2)y" Y + .+ a1 (@)Yt + an(z)y = f(z),
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unde a;, k = 0,n si f sunt functii date si ap # 0, atunci
spunem ca avem o ecuatie diferentiala liniara de ordinul
n.

Daca ai, k = 0,n, sunt constante reale, atunci spunem
ca avem o ecuatie diferentiala liniara cu coeficienti
constanti.

Definitia 5.9.2 Se  numeste  solutie a ecuatiei
diferentiale (5.12) pe intervalul I o functie y = h(x)
definita pe acest interval impreuna cu derivatele sale pana
la ordinul n gi pentru care inlocuind y = h(x), in ecuatia
diferentiala, aceasta devine o egalitate adevarata pentru orice
x din I.

A rezolva o ecuatie diferentiala inseamna a determina
toate functiile care sunt solutiile ei. Operatia de cautare
a solutiilor unei ecuatii diferentiale se numegte integrarea
ecuatiei.

Exemplul 5.9.1. Ecuatia diferentiala de ordinul intai

v =2 +z, z€R (5.13)
are familia de solutii
3 2
y:/(x2+x)dx:%+%+0, (5.14)

uned C este o constanta reala arbitrara.
5.9.2. Pentru a gasi solutiile ecuatiei diferentiale de
ordinul trei
y"'=e"+x+1, z€R, (5.15)

scriem
(y//)l — ell‘ +x _|__ 1’
de unde prin integrare obtinem

2

x
y":exjt?—i-x—l—Cl, z € R,
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C7 — constanta realda arbitrara. Acum scriem
2 . o . . . v .
(y') = e* 4+ % + 2 + C) iar de aici prin integrare gasim
3 42

X
y’zex+€+?+01l’+02,

unde x € R, iar (5 este o noua constanta reala arbitrara.
Acum, printr-o noua integrare, obtinem pentru ecuatia
(5.15) familia de solutii

4 .Z'S 2

T i
y:ew+ﬂ+€+01?+02$+03, (5.16)

unde x € R, iar (5 este o constanta reala arbitrara.

Definitia 5.9.3 Se numeste solutie generala sau integra-
la generala a ecuatiei diferentiale (5.12) de ordinul n, solutia
ei de forma
Yy = h($,01702,...7cn) (517)

ce depinde de "n” constante independente C1,Cs, ..., C,.

Numim solutie particulara a ecuatiei diferentiale
(5.12) orice solutie a ei obtinutd din solutia generald prin par-
ticularizarea constantelor arbitrare.

De obicei, solutiile particulare se gasesc impunand
una sau mai multe conditii suplimentare, numite conditii
initiale sau conditii Cauchy.

Exemplul 5.9.3. Pentru ecuatia (5.13) solutia generala este
data de (5.14), iar y = % + %2 este o solutie particulara
obtinuta impunéand conditia initiala y(0) = 0.

Pentru ecuatia dferentiala (5.15) solutia generala este

data de (5.16), iar

2t 2 2?

_ .z
y=e"+ 21 + 3 + 57 x
este o solutia particulara ce satisface conditiile initiale y(0) =
Ly (0)=0siy" =2
In continuare vom prezenta cateva tipuri mai importante
de ecuatii diferentiale si modalitatea de integrare a lor.
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5.9.1 Ecuatii diferentiale de ordinul intai

Forma generala a unei ecuatii diferentiale de ordinul
intai este
F(z,y,y') =0, (5.18)

unde y = y(z) este o functie derivabila pe intervalul I.

Ne vom ocupa cu doua tipuri importante de ecuatii
diferentiale de ordinul intai: ecuatii diferentiale cu variabile
separabile si ecuatii diferentiale liniare.

Definitia 5.9.4 O ecuatie diferentiala de ordinul intai se
numeste cu variabile separabile daca ea poate fi pusa sub
forma vy = f(x)g(y), unde f si g sunt functii continue pe
intervalul 1.

Daca scriem y' = dy/dz, atunci ecuatia diferentiala cu

variabile separabile se poate scrie sub forma echivalenta
dy
2(0) f(z)dx. (5.19)

Prin impartirea ambilor membrii ai ecuatiei printr-o ex-
presie continand variabila z si functia necunoscuta y se poate
intampla sa se piarda anumite solutii. Acestea sunt numite
solutii singulare si ele nu se pot obtine din solutia generala
prin particularizare.

Pentru a integra ecuatia (5.19) se afla F'(x) si G(y) doua
primitive ale functiilor f(z) si 1/g(y), iar integrala ei va fi data
de relatia

G(y) = F(z) + C,

C fiind o constanta reala arbitrara.
Exemplul 5.9.4. Sa se rezolve ecuatia

?yy +1=y.
Ecuatia se mai poate scrie
dy
2
ry—=y—1
Y dr Y
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de unde, separand variabilele, obtinem
d
ydy 1 L
y—1 a2
in conditiile y # 1 si x # 0.

Cum
/—dx— ——+C

1
/—dy—/(1+y—)dy—y+ln\y—1|+0

rezulta ca soluti generala a ecuatiei date este
1
y+ln|y—1| = _E+C7

C constanta reala arbitrara.
Se observa ca y = 1 verifica ecuatia data, deci este o
solutie singulara, in timp ce z = 0 nu verifica ecuatia data.

Definitia 5.9.5 O ecuatie diferentiala de ordinul intai are
forma
y' +a(@)y = f(z), (5.20)
unde a si f sunt functii continue pe intervalul I.
Daca f = 0, atunci ecuatia diferentiala liniara se
numeste omogena, iar daca f # 0, atunci ecuatia se numeste
neomogena.

Pentru rezolvare ecuatiei diferentiale liniare (5.20) se
cauta o solutie sub forma unui produs de functii

y = u(z)v(x), (5.21)

dintre care u se alege convenabil, iar v se determina impunand
conditia ca functia y = uv sa verifice ecuatia diferentiala.
Inlocuim pe y = uwv in (5.20) si avem

u'v +uv' + a(z)uv = f(z)
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[u' + a(z)u]v + uw' = f(x) (5.22)

Alegem pe u asa incat
u' + a(x)u = 0. (5.23)

Aceasta ecuatie este cu variabile separabile gi putem afla
o solutie a ei. Cu u astfel determinat revenim in (5.22) si
obtinem ecuatia diferentiala de ordinul intai

de unde aflam pe v.

Cu u gi v gasite revenim in (5.21) si aflam solutia gen-
erala a ecuatiei diferentiale liniare (5.20).
Exemplul 5.9.5. Sa se rezolve ecuatia diferentiala

vy +y=2°, zecR-{0}

Punem y = wv. Obtinem succesiv

r(u'v+w') +uv = 2*

(zu + u)v + 2w’ = 2°,

de unde

o Fu=0 s w =z%

Din zu' + u© = 0 avem

du
l'% = —U
sau
du dx
P
care, prin integrare, ne da
Inu=—1Inx,
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de unde

De aici obtinem

+C.

v =

4
4
In final, solutia generala a ecuatiei date este

1 $4+C’ C+x3
= U = — _ = — _
y z \ 4 T 4

5.9.2 Ecuatii diferentiale liniare de ordinul doi cu
coeficienti constanti

Asa cum am vazut la Inceputul acestui paragraf,
ecuatiile diferentiale liniare de ordinul doi cu coeficienti
constanti au forma

apy’ + a1y +ay = f(x), =z €R, (5.24)

ude ag, a, a; sunt numere reale, ag # 0, iar f este o functie
continua data.

Integrarea ecuatiei (5.24) se face in doua etape. Prima
etapa consta in a gasi solutia generala yy a ecuatiei omogene

aoy” + a1y’ + asy = 0, (5.25)

iar In cea de a doua etapa se afla o solutie particulara y,
pentru ecuatia neomogena (5.24). Solutia generala a ecuatiei
(5.24) este y = Yo + Y-

Pentru rezolvarea ecuatiei omogene (5.25) se cauta
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solutii de forma y = €"*, unde r este un numar ce urmeaza a
se determina. Avem 3’ = re™, i’ = r?e™ si (5.25) ia forma

(a0r2 +ayr + az)e™ =0

Cum €™ # 0, pentru orice z € R, rezulta pentru deter-
minarea lui r ecuatia de gradul doi

aor® + ayr +as = 0, (5.26)

numita ecuatia caracteristica asociata ecuatiei
diferentiale (5.25).
Avem urmatoarele trei situatii:

1) ecuatia (5.26) are doua radacini reale ry,ry distincte,
atunci solutia generala a ecuatiei diferentiale omogene
(5.25) este

Yo = Cre"" + Coe™*, (1,05 € R;

2) ecuatia caracteristica (5.26) are o radacina reala dubla r;
atunci solutia generala a ecuatiei diferentiale (5.25) este

Yo = (CllC + Cg)em, Cl, CQ c R,

3) ecuatia caracteristica (5.26) are doua radacini complex
conjugate a + i si a« — G;, o, € R, B # 0, atunci
solutia generala a ecuatiei (5.25) este

Yo = €*¥(Cy cos(fz) + Cysin(fBx)), C1,Cy € R.

Pentru aflarea unei solutii particulare y,, a ecuatiei (5.24)
se foloseste metoda identificarii, cautand pe y,, de forma mem-
brului doi.

Astfel, daca ay # 0 si f(z) = P,(x), unde P, este poli-
nom de gradul n, atunci y, se cautda sub fora y, = Q,(z),
unde @, este un polinom de grad n. Coeficientii sai se afla
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asa Incat y, = Q,(z) sa fie solutie pentru ecuatia (5.24).
Dacd f(x) = Pu(z)e*, A € R, diferit de radicinile
ecuatiei caracteristice, atunci cautam

Yp = Qn(z)e.

Dacid f(x) = P,(z)e* si X € R este o raddcina simpla
pentru ecuatia caracteristica, atunci y, se cauta de forma
2Q,(z)e.

Daca f(z) = P,(x)e’ si A € R este o radacind dubl
pentru ecuatia caracteristica, atunci y, = 22Q, (x)e?*.

Daca f(z) = P, (z)cosfx + P,(z)sin Bz si i nu este
radacina a ecuatiei caracteristice, P, si P, polinoame date de
grade m, respectiv n, atunci

Yp = Qs(x) cos fz + Ty(x) sin B,

unde Qs si T, sunt polinoame de grad s, s = max(m,n).
Exemplul 5.9.6. Sa se integreze ecuatia diferentiala

y'+3y —4dy =0
Ecuatia caracteristica atagata ecuatiei diferentiale este
P +3r—4=0

cu radacinile vy = 1 gi o = —4.
Solutia ei generala este

y = Ce® 4+ Che™ .
Exemplul 5.9.7. Sa se rezolve ecuatia diferentiala
y' — 2y =22 — 42* — 62 + 2.
Mai intai aflam solutia generala a ecuatiei omogene
y' — 2y +2y=0.
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Ecuatia caracteristica asociata ei este
2 _
r—2r+2=0,

care are radacinile ry = 1+igiro =1—1.
Solutia generala a ecuatiei diferentiale omogene este

Yo = €*(Crcosz + Cysinzx), C1,Cy € R.

Cum coeficientul lui y este 2 # 0, cautam o solutie par-
ticulara a ecuatiei diferentiale neomogene de forma

y, = AX® + Ba* + Cx + D.

Avem
y, = 3Az* + 2Bz + C

y, = 6Ax +2B.
Inlocuind in ecuatia data, obtinem
2A7% + (2B — 6A)2* + (20 — 4B + 6A)x +2D — 4C + 2B =
= 22% — 42? + 62 + 2.
Identificand coeficientii obtinem sistemul

2A =2
2B —6A=—4
2C —4B+6A =6
2D —-4C+2B =2
care admite solutia: A=1, B=1,C =2, D =2, deci
_ 3,2
Yp =" + 1"+ 2+ 2.

Solutia generala a ecuatiei date este

Y =19+ 1y, =e"(Creosz + Cysinz) + 2° + 2° + 2 + 2.
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5.10 Probleme

1. Aflati primitivele functiilor:
a) f(z) =223 —32> —bx+7, xR

b) flz) =2+ 3+ 5= = 3Vz, 2 >0

¢) f(z) =\/m\/o/or — oz, 2> 0

d) f(z)=(3"4+5%)% z€R

e) f(z) =273%5% cR

f) flz) = =52 2R

ez+2 )

g) f(l’):ﬁ—i—%,xER—{\/_,—\/g}

h) f(z) = VEUEEZ=E 5 e (—1/2,V2).

x4

2. Calculati integralele nedefinite

2) /*/332 +H2_3dx, >3

b) /(5x —2)%dx c) /(2:702 —z+11)®(4r — 1)dzx
d) / cos(5x + 3)dzx e) / 24 g

f) / (2sh = + 3ch 2)dx ) / é(ln 2Yda

[ e ) | e

3. Utilizand metoda integrarii prin parti, calculati inte-
gralele nedefinite:
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(2% 4+ 2+ 1)e"dz (z + 3)e*dx

(2 +1)3%dx (z® + 2 + 1) cos 2z dx

e?® ¢in 3z dx

(2x+3)Inz dz, x>0 /m + x)ch 2z dx

x2—|—4

arctg x dx j) / Va2 + Tdx
k) V4 — z2dz, v € (—2,2)

4. Utilizand metoda schimbarii de variabila, calculati in-
tegralele:

x3 x2dx
—d 1 b —_— -1
a) /(:1:—1)8 x, x> ) /(x3+1)2,x>

e
_ R R
c) x4+16’x€ d) 1+e2mdx,x6

dx dx
_— 1 f —_— 2
°) /x(1+1na:)’x> ) /:p(anx—4)’x>e
g) /&,xER h) /x3vx2+4da:,x€R

4+ sin® x
5. Cercetati daca urmatoarele functii au primitive pe

domeniul lor de definitie:

) JiR=R 1) = {

— e~

8

Vaz—4, x>2

2 —2x, x<2

zlnz, x>0

b)f:IE%—>]R,f(aL‘—{07 x’:O

¢c) f:R—R, f(r) = max(x,2? 13)

e’, <0

d>f:R_)R’f(*x):{a:+2, x>0

e) f:R—R, f(:):):{ g:f?—l—xl):efﬂ(’) x#0
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6. Calculati integralele nedefinite:

dx
a) /—4x2—x—3’x>1

dx
b -_— R
) /5x2+x+4’x€

C)/w reR

24+x+1’

d)/(7x—3)d:p -1

62—z —5'

)/ 3r + 2 > 9
e x
(22 — 3z + 2)%’

202 — 32+ 2
e

222 + 3
d 1
g>/fx—m%x+$:“x>

5 4 _
h) /(m +x 10)dx7x>2

3 — 4o
6
. x
i) /x4+1d1’,x€R

. 3 — 3z + 2

7. Calculati integralele nedefinite
dz
——— X 2 €R
2) /4x2+2:v+3 .

b>/__4@__ﬂx>1
V612 —2—5
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c) ,rxe | —=,1
V=3x2+x+2 3

Tx+5

T >
Var? — 3z —1

d) 1

5r +4

— R
V32 4+ x+2

)

2?4 2x+ 3

— r€eR
Vor24+xz+1

f)

g) /(m2 +x)V3z? — 22 — ldz, x > 1

h)/ do x>1
(z—1)Va2+z+1

6
1)/ Ve dr, x>0
14+ x

, Vr+1l—+Vzr—1
de, xr > 1
J) \/x+1+\/x—1a:x

dx
k) /x(1+2\/5+\3/§)’$>0

1 z+1
1 v/ d > 1.
)/x—l—l x—lx’x
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8. Calculati integralele definite:
3

1
dx

a) /xlnm dx b) /—

1 — 12

0 ’

1 , 1
x
e dz f 2+ x)e"dx
[ 0 [ees
0 0
i 2:1:2—1—1
g) /ln(1+tg x)dr h) /x4+1dx
0 1
3 2 ;
: x
i) /]:U—2]dx j) /x(m2+1)2
0 1
1 1
k) /v:zc2+9dx 1) / s
24+ +1
0 0
1 e 1
m) /e‘/"%dx n) /ﬁlnx dx
0 1

9. Demonstrati inegalitatile:

1

1
a) /e:”dq: < /em3dx
0

0

=
SN
AN
O\w
Hw S
T &
AN
N =
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&
N |
AN
o\
QU
S
AN
|
S
m
Z

=
Wl
AN
O\H
aQ
&I\J
QU
&
AN
|

)

[

1

<
/1+x17
0

10. Studiati convergenta sirului (a,),>o dat de termenul gen-
eral
1

:/x"\/l—xd:v, n € N.

0

e

11.Studiati natura sirului 1,, = /ln" x dr,n € N.

1
12. Utilizand integrala definita, calculati limitele de giruri:

) i L + ! + + !
a 1m -—
s

n—)ook:1 n2+k2

¢) lim — E k5.
n—oo n6
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13. Calculati urmatoarele integrale

[e.9] d o
a) /9_;22 b) /e‘zx sinx dx
¥ d E d
x dx x
N =N
0 —00

1

/ dx no[d
) Vil +a) )

2
dz
— h 1
2 /:z:2—4:c—|—3 ) /xnxd:z:

0 0
14. Precizati natura integralelor
oo

[n(1
a) / dz b) /de
14 a8 x
1oo 01
r3dx r3dx
c) ) | =
2+ 324 V1— 24
0 0
2 0o
/ (22 4+ 1)dz f) /ehsm 2x .
Y(x—1)3(2 — z)? ) x

15. Un flux de venituri scade in timp, timp de x ani, cu
rata de ae™® pe an, in t ani din momentul considerat. Si
se afle valoarea de capital, stiind ca dobanda este comuna
continuu si rata ei este r%.

16. Rezolvati ecuatiile diferentiale

a) y’" = 2% — e”, cu conditiile y(0) =0, ¥'(0) =1
b) vy =z+1
c) zPyy' +2=y

)

d) v = 2y — z daca y(0) = 2
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— 2o (y? +4)

e

—

g)ay —(x+Dy=2>—23 2#0

i) 2y — 3y + x'e”, v # 0
i)y +3y=—-2y(-1)=-3
k)y —2y=2x+1,y(0)=1

17. Rezolvati ecuatiile diferentiale liniare de ordinul doi cu
coeficienti constanti:

a) ¥ — 5y +4y =0, y(0) =1, /(0) =2
b — 14y' +49y =0

)y
)y
)
h) i +2zy = e
)
)
)

)y

c) 3y +y +4y=0
d) y”+4y—x +x
e) y' =2y +y=2a%y(0)=0,y(0) =1
f) v +y = 6z%e”

g)y +2y — 3y =cosx

h) o' —y + 2y = (222 + 2z + 6)e”
i) ¥ +y — 2y = (62 +8)e”
i)y +vy = (22 + 4w + 3) cosz — 3sinx
)
)
)
)

1
j
k) y"+y =e y(0)=1,4(0)=0

) o/ —y — 2y =4x — 2¢*

y' =4y +dy =2 —x+1,y(0) =1, y'(0) =2

m

n) ¥y +y=2sinx — cosx
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5.11 Test de verificare a cunostintelor nr. 5

1. Definiti urmatoarele notiuni:

a) Primitiva a unei functii reale de o variabila reala;

Integrala improprie de speta intai;

)
b) Integrala Riemann a unei functii reale;
c)

)

d) Ecuatie diferentiala.

2. Se considera functia f : [0,2] — R definita prin:

! € [0,1)
1+a2 " ’
Inx .z € (1,2]

a) Sa se arate ca f este integrabila pe [0, 2];
2

b) Sa se calculeze /f(x)dx
0

3. a) Fara a calcula integrala sa se demonstreze
urmatoarea inegalitate:

e

T
> .
/ln(1+a:)da:_/1+xdx
0

0

b) Sa se arate utilizand teorema de medie ca:

5
24 1
\/§—1<— ——dr < 1.
s 1+tgx

I
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4.

a) Se da functia
_ _f min(z%1In|z]) ,x#0
L N
Sa se arate ca f este integrabila si sa se calculeze

jf(l’)dx;

2

4
lculati I = ;
b) Calculati / " 1dx,
29
2 1 .
¢) Calculati lim tSIT

o0 / sinz(1 + cos z)

d) Se considera functia

2
x
fL4—-R, flx)= ?—ln{*/a
Sa se determine lungimea grafului functiei f si aria
suprafetei generata prin rotirea in jurul axei Oz a
graficului functiei.

a) Se considera f,g : R — R cu f(x) = z - arctg = si
g(z) = In(1 + 2?). S& se calculeze aria submultimii
cuprinse intre graficele functiilor f si g si dreptele
r=0g2=1;

2
b) calculati /max{l,ln(l + 2%) }dx;
0

c¢) Calculati I = [ ztg’zdw si apoi utilizand rezultatul

o\
ISH
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obtinut sa se arate ca
8In2 > (4 —m).

)Fle f 0,1 — Ja,b] o funct;ie continua i
/f )dx = 0. Sasearateca/f Ydx < —a - b.

6. Aflati cu ajutorul calculului integral limitele sirurilor ex-
primate prin termenul general:

a) an:Zm,neN*;

k=1

7. Calculati:

)I—/ e*dx '
(3+e%)Ve* — 1’
/1
I—/ +xdx

1—x

/ a? cos? x + b2 sin?x’

8. Sa se calculeze:

V1= [ gy

b) I = x2dx .
RN e

c) :/x_é (1—x_%> %dx x € (1,00);
O — dx
) _/(a:+1)\/x2—|—2x+2'
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jus

sinx + cosx

9. Sa se calculeze I = / ——dx;
cos z(1 + sin® z)

INE]

3

8a
10. Fie f : R — R, f(x) = ———, a > 0. Sa se calculeze
/ —~ R () x? + 4a? z
aria suprafetei cuprinse intre axa Ox si graficul functiei

1.
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Capitolul 6
Siruri si serii de functii

»

7 Matematica nu e grea, greu este s-o tii minte
(Gr. Moisil)

Notiunile de sir si serie numerica pot fi extinse la gir
si serie de functii. In acest capitol studiem aceste extensii.

6.1 Siruri de functii

Fie A CR, iar Hom(A,R) = {f|f : A — R, f—functie}.

Definitia 6.1.1 O aplicatie f : N — Hom(A,R) se numeste
sir de functii reale pe A.

Notam f(n) = f,, iar pe f cu (f,). Asadar, pentru orice
n € N f, este o functie definita pe A cu valori reale. Rezulta
ca un gir de functii este o familie numarabila de functii reale
definite toate pe aceeasi multime.

Functia f,, se numeste termenul general de rang n al
sirului de functii (f,,).

Definitia 6.1.2 Sirul de functii (f,), fn: A — R converge
punctual (simplu) in punctul ro € A daca sirul numeric
(fu(zo)) este convergent.
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Notam cu A. € A multimea punctelor in care sirul de
functii (f,,) este convergent si cu Ay C D multimea punctelor
in care girul (f,)n>1 nu este convergent. Avem evident A, U
Ag = Asi A.NAg = 0. Multimea A, se numeste multimea de
convergenta pentru girul de functii (f,,), iar Ay se numeste
multimea de divergenta.

Exemplul 6.1.1. Fie f, : R - R, f,(z) =2, n=1,2,...
un sir de functii. Pentru x € R, |z| < 1 avem nhrrolo falz) =0,

dacad x = 1, atunci lim f,(1) = 1, iar daca |z| > 1, atunci
n—oo

sirul ori nu are limita daca = < 1 ori are limita = co. Asadar
A=R, A, = (—1,1],iar Ay = (—o0,—1] U (1, 00).

Definitia 6.1.3 Daca (f,) este un gir de functii definite pe
ACR, A= A.UAy, A, # 0, atunci pe A, se poate defini o
functie f: A, = R, f(z) = lim f,(z). Functia f se numeste

limita punctuala (simpla) pentru sirul de functii (fp)n>1-

Scriem
fo—>f sau f, = f

gl citim f,, converge punctual (simplu) la f.
Exemplul 6.1.2. Pentru sirul de functii (f,) con-
siderat in Exemplul 6.1.1 avem [ : A. = (-1,1],

s ={ PIETHY s

Observatia 6.1.1 Sirul de functii (f,) converge punctual la
f pe A. daca pentru orice e > 0 exista ng = no(e, x) € N astfel
incat oricare este n € N, n > ng avem | f,,(z) — f(z)| < e.

Este de remarcat ca ng = ng(e, ) depinde atat de € cat
si de x.
Exemplul 6.1.3. Sirul de functii

B 3nx
24 nzx

fn :R+_>R7 fn(x)
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converge simplu la functia

0 ,z=0
[ Ry =R, f(x):{B x>0
intr—adevér, din inegalitatea
0 ,x =20
e = f@)l =4 6T <e
2+ nx

rezulta ca ng € N poate fi ales astfel

0 ,x =20
6
1+[—] ,x >0
8$

Se observa ca nu este posibil sa gasim un ng care sa fie
independent de z.

nyg = no(e, x) =

Observatia 6.1.2 Fzemplul 6.1.3 arata ca limita unui gir
punctual convergent de functii continue nu este tn mod nece-
sar continud.

Observatiile 6.1.1 si 6.1.2 sugereaza introducerea unui
alt concept de convergenta pentru sirurile de functii.

Definitia 6.1.4 Sirul de functii f, : A — R, n > 1, con-
verge uniform pe A, C A. catre functia f : A, — R daca
pentru orice € > 0 exista n(e) € N asa incat oricare ar fi
x € A, sin >nle) are loc inegalitatea

|[fo(2) = flz)] <e

Faptul ca sirul (f,) de functii converge uniform la
functia f se noteaza prin f, — f si se citeste sirul (f,)
converge uniform la f pe A,.

Observatia 6.1.3 FEste evident ca orice sir de functii uni-
form convergent pe A, este simplu convergent.
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Sirurile de functii considerate in Exemplele 6.11 si 6.1.3
nu sunt convergente uniform.
Exemplul 6.1.4. Fie a > 0 un numar real fixat si sirul de
functii

B 3nx
24 nz’

foiA=la,00) = R, fu(x)

Se observi ci f,(r) — f(r) = 3 pe A. Cum pentru
orice ¢ > 0 exista n(e) = 1+ [E%} € N astfel incat pentru orice
n > n(e) si orice x > a, avem

| falz) — f(2)| = ' 3nx 3’ 6

-3 = < — <g,
24+ nx 24+nxr na

deducem ci f, — f pe A.

Observatia 6.1.4 Dacd f, —— f pe A, atunci f, — f pe
A daca si numai daca

lim sup|fu(2) — f(z)| = 0.

n—00 pe A
Definitia 6.1.5 Sirul de functii f, : A — R se numeste uni-
form fundamental sau uniform Cauchy pe A daca pentru
orice € > 0 exista n(e) € N asa incat pentru orice m,n € N
cum,n > n(e) si orice x € A avem | f(x) — ful(2)] < €.

Cu ajutorul acestei notiuni putem da criteriul funda-

mental al lui Cauchy de convergenta uniforma.

Teorema 6.1.1 (Criteriul Cauchy). Sirul de functii f, :
A — R converge uniform pe A daca si numai daca este uni-
form Cauchy pe A.

Demonstratie. Necesitatea. Daci f, — f pe A, atunci

€

7~ ©

| () = fu(2)] < | fn() = f(@)|+ | f(2) = fulz)] < g+
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pentru orice m,n > n(e) si orice z € A. In concluzie (fn) este
si uniform Cauchy.

Suficienta. Daca (f,,) este uniform Cauchy pe A, atunci
din Definitia 6.1.5 rezulta ca pentru orice x € A girul de nu-

mere reale (f,(z)) este convergent in R si deci exista functia
def

f:A—=R, f(x) = lim f(z). Vom arita ca f, — f pe A.
Din |f(x) — fu(z)| < € pentru orice z > n(e) si orice x € A,
facand m — oo, obtinem |f(z) — fu(z)| < &, adica f, - f
pe A.

O alta conditie de convergenta uniforma este criteriul
lui Dini (v.[15]) dat de

Teorema 6.1.2 Fie A C R o multime compacta si fp, f :
A — R continue cu f, = f pe A. Dacd pentru orice x € A
sirul numeric (f,(x)) este monoton, atunci f, — f pe A.

Un rezultat important in teoria convergentei uniforme a
sirurilor de functii este teorema urmatoare, datorata matem-
aticianului german Karl Weierstrass (1815-1897).

Teorema 6.1.3 (Weierstrass). Pentru orice functie con-
tinua f : [a,b] — R ezista un sir de functii polinomiale
P, — f pe [a,b].

Un astfel de sir de functii polinoamiale este dat de
B, (z) —iCkf k (1 —o)"* n>1
' k=0 A ’ -

numit sirul de polinoame Bernstein.

Ne propunem acum sa cercetam proprietatile invariante
la convergenta uniforma, adica acele proprietati relative la
o functie (limita, continuitate, derivabilitate, integrabilitate)
care se transmit de la termenii unui gir de functii uniform
convergent la limita sa.
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Teorema 6.1.4 (trecerii la limita.) Dacd f, — f pe A
st pentru orice n € N avem lim f,(z) = 1,, a € A’, atunci
r—a

a) sirul (I,) este convergent in R;

i) exista lim f(z) ¢i lim f(z) = lim [,
Pentru demonstratie se arata ca sirul ([,,) este sir Cauchy
si se utilizeaza completitudinea lui R.

Observatia 6.1.5 Din Teorema 6.1.4 rezulta ca avem eqgali-
tatea

lim lim f,(z) = lim lim f,(z),

r—a n—00 n—oo r—a

adica o proprietate de schimbare a ordinit de trecere la limita.

Corolarul 6.1.1 Dacd f, — f pe A si pentru orice € N
functia f, este continua in a € A, atunci i functia limita f
este continua in a.

Demonstratia Corolarului rezulta imediat utilizand Teo-
rema 6.1.4.

Acest corolar ne arata ca si continuitatea este un invari-
ant la convergenta uniforma.

Teorema 6.1.5 (Teorema de integrabilitate a sirurilor
de functii) Fie f, : I — R, I C R fiind un interval f,
continuu $i (fn)n>2 uniform convergent catre f pe I, atunci
pentru orice [a,b] C I are loc egalitatea

b

b
lim fn(x)da::/f(.r)dm

n—oo
a

Demonstratie. Conform Corolarului 6.1.1 functia f este
continua pe [a, b] deci integrabila. Pentru orice € > 0, tinand
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seama ca f, — f pe I, exista n(e) € N aga incat dacin € N,
n > n(e) si x € I avem

fal2) = F(@)] < 7—.
Acum rezulta
/nwm—/Wszfmmwwmmwg

b
< [10(0) - fl@)ldz < 50— a) =

ceea ce demonstreaza teorema.

Observatia 6.1.6 Din Teorema 6.1.2 rezulta ca avem egali-

tatea
b b

lim [ f,(x)dz = / (Jljgofn(a:)) dx,

n—oo
a a

adica daca un sir de functii este uniform convergent, atunci
el se poate integra termen cu termen.

Aceasta proprietate nu ramane adevarata daca sirul de
functii converge numai simplu.

Exemplul 6.1.5. Sirul f, : [0,1] — R, fu(z) = nze "
converge simplu la f(z) = 0, iar

1
1 1
—nx2

/fn(x)da: — _62 - %(1 —e ") — % £ /f(:c)d:c =0

0 0 0

Teorema 6.1.6 (Teorema de derivabilitate a sirurilor
de functii). Fie f, : [a,b] — R un gir de functii derivabile
pe [a,b] cu proprietatile:
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i) existd xo € [a,b] asa incat girul numeric (f,(zo)) este
convergent in R;

ii) existd o functie g : [a,b] — R asa incdt f, —— g pe [a,b].

Atunci ezista o functie derivabila f : [a,b] — R cu pro-
prietatile

3) fo — f pe[a,b];
i) f =g pe la,b].

Demonstratie. Putem scrie
) = [ filt)dt + fuGao)
xo

gi afirmatia j) este consecinta a Teoremei 6.1.2. Tot din
aceasta teorema avem

T

ﬂm:/ﬁwﬁ+ﬂmx

zo
de unde rezulta ca f este derivabila si f' = g.

Observatia 6.1.7 Egalitatea f' = g din Teorema 6.1.6 se
mai scrie sub forma

/
lim f = (hm fn> ,
adica intr-un sir de functii se poate permuta derivata cu

trecerea la limita.

De aceea Teorema 6.1.6 se mai numeste si proprietatea
de derivare termen cu termen a sirurilor de functii.

Corolarul 6.1.2 Daca f, : [a,b] — R este un gir de functii
primitivabile cu f, — f pe |a,b],a tunci f este primitivabild
pe acelast interval.

254



Demonstratie. Fie zg € [a,b], iar F, : [a,b] — R o primitiva
a lui f, pe [a,b] cu F,(zg) = 0. Prin aplicarea Teoremei 6.1.6
sirului (F},) rezulta ca exista o functie F' : [a, b] — R derivabila
cu F' = f pe [a,b], adica f este primitivabila pe [a, b].

6.2 Serii de functii

Acest paragraf este consacrat extinderii notiunii de serie
numerica pentru functii.

Definitia 6.2.1 Fie sirul de functii f, : A C R — R, aces-
tui gir i atagsam girul S, : A — R, S,(z) = fi(z) + fo(z) +
+ ...+ fu(x), numit sirul sumelor partiale.

Perechea de siruri de functii ((f.),(S.)) se
numeste serie de functii generate de sirul de functii

fn. Notam seria de functii prin an(x) sau an(x) sau
n=1

file) + falz) + ...+ fulz) + ...

Definitia 6.2.2 Seria an(x) este convergentd punctual
n=1

(simplu) pe A daca sirul sumelor partiale (S,(x)) este con-

vergent.

Altfel spus, seria an(x) este convergenta in punctul

n=1

oo
x daca seria numerica Y, f,(x) este convergenta.
n=1

Ca si la sirurile de functii putem introduce multimea de
convergenta A. si multimea de divergenta A,.

Definitia 6.2.3 Fie an(x) o serie de functii definite pe
n=1
A C R si A. multimea ei de convergenta. Functia f : A, — R,
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f(z) X > fa(z) se numeste suma seriei date de functii.
n=1

Exemplul 6.2.1. Pentru seria de functii Z ", xe A=R,

n=0
sirul sumelor partiale este
1— n+1
|
Sp(@)=1+z+2°+... +2" = 11—z
n+1 ,rx=1
care este convergent punctual pe A, = (—1,1) la functia

fla) =

Exista serii de functii care au multimea de convergenta
vida.
Exemplul 6.2.2. Seria de functii

e 1
S L s
mﬂn+x+1

are multimea de convergenta A, = (), deoarece pentru orice
[e.9]
a € (0,00) seria numerica E

n=0

—— este divergenta.
n+a+1

Definitia 6.2.4 Seria de functii Z fn(z) este absolut con-

n=1
oo
vergenta in punctul a daca seria numerica E fn(a) este ab-
n=1

solut convergenta.

O serie de functii este absolut convergenta pe o multime
daca ea este absolut convergenta in fiecare punct al mulfimii.
Este evident ca o serie absolut convergenta pe o mulfime este
simplu convergenta pe acea multime. Reciproca nu are loc.
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. = (1)
Exemplul 6.2.3. Seria de functii —————— x> 0 este
P L ; n+ax+1
simplu convergenta pe (0, c0) dar nu este absolut convergenta.

Definitia 6.2.5 Seria de functii Z falz) © € A, se numeste

n
uniform convergentd pe A, C A daca sirul sumelor partiale
(Sn(z)) este uniform convergent pe A,.

Teorema 6.2.1 (Criteriul lui Cauchy). Seria de functii
an(x) este uniform convergentd pe A C R daca si nu-
n>1

mai daca pentru orice € > 0 existd un n(e) € N asa incdt
pentru orice n,p € N, n > n(e) si orice x € A avem
|fn+1(x) + fn+2(x) +.o.t fn+p(x)| <Eé.

Demonstratia rezulta prin aplicarea criteriului Cauchy
(Teorema 6.1.1) pentru convergenta uniforma a sirului

sumelor partiale atasat seriei de functii Z fu(z).
n>1
O consecinta practica a criteriului lui Cauchy este cri-
teriul lui Weierstrass pentru convergenta uniforma a seriilor
de functii.
Corolarul 6.2.1 (Criteriul lui Weierstrass). Fie seria de
functii an(x), fn: A CR — R. Daca exista o serie
n>1

numerica Zan, a, > 0, convergenta, astfel incat pentru
n>1
> 1 si orice v € A, C A sa aiba loc inegalitatea
< an, atunci seria de functii an(x) este uniform
n>1

orice n
|

convergentd pe A,,.

Exemplul 6.2.3. Seria de functii

1
E ——5, « € R este uniform convergenta pe R
n>1 nt+x
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deoarece
1

1
n? + x?

<

)

oricare ar fi x € R, gi seria numerica Z iz este convergenta.
n>1
Majoritatea criteriilor de convergenta de la seriile nu-
merice se pot transpune, cu mici modificari, in criterii de
convergenta uniforma pentru serii de functii. De exemplu,
criteriul lui Dirichlet (Teorema 2.2.2) ia forma:

Teorema 6.2.2 (Dirichlet). Daca sirurile de functii a,, f,
A — R verifica conditiile:

i) exista M > 0 asa incat pentru orice x € A gi orice n €
N* sa avem |fi(z) + fo(x) + ...+ fu(z)| < M;

it) any1(x) < a,(x) pentru orice n € N* si orice x € A;
i) a, — 0 pe A,

atunci seria de functii Zan+1(x)fn(x) converge uniform pe
n>1

A.

Demonstratia este imediata, fiind analoaga cu cea de la Teo-
rema 2.2.2.

Deoarece convergenta uniforma a unei serii de functii
Z fn(z) se reduce la convergenta uniforma a girului sumelor
n>1
partiale rezulta ca rezultatele cu privire la proprietatile in-
variante la convergenta uniforma a sirurilor de functii conduc
la proprietati analoage pentru serii de functii.

Teorema 6.2.3 (trecerii la limita). Fie seria de functii
an(m) convergentd uniform pe A C R. Daca pentru orice

n>1
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n € N* aqvem lim f,(z) = l,, a € A’, atunci seria numericd
r—a

E [, este convergenta si avem

n>1
lim an(:v) = Z (hm fn(:v)) .
n=1 n=1
Teorema 6.2.4 (Teorema de continuitate — Weier-
strass). Daca seria de functii an(x), fn: ACR — R,

n>1
este uniform convergenta pe A si f, sunt continue in a € A,
atunci suma seriei este o functie continud in a.

Teorema 6.2.5 (Teorema de integrabilitate termen cu

termen). Daca functiile f, : I C R — R sunt continue pe I

$1 seriq Z falz) converge uniform pe I, atunci pentru orice
n>1

interval [a,b] C I suma seriei Z fn(x) este integrabila si are

n>2
lor egalitatea

[ (St =5 [ o

Teorema 6.2.6 (Teorema de derivabilitate termen cu
termen). Fie f, : [a,b] — R, n > 1, un gir de functii
derivabile pe |a,b] cu proprietatile

i) existd xo € [a,b] astfel ca seria numerica Z fn(zo) este
n>1
convergenta;

i) seria derivatelor E f1 converge uniform pe |a,b] catre
n>1

o functie g.
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Atunci exista o functie derivabila f : [a,b] — R cu pro-
prietatile:

3> fa =5 f pela,b);
i) f =g e la,b].

FEgalitatea jj) se scrie si sub forma

(Z fn(af)) =S i)
pentru orice x € [a, b].

6.3 Serii de puteri

O serie de functii Z fn de forma f, : R — R, f,(z) =
n>0
a,(r—1x0)", unde a, $i xy sunt numere reale, se numeste serie
de puteri centrata in z,.
Prin urmare, o serie de puteri centrata in zy are forma

Z an(x—10)" = ao+a1(x—x0)+a2(x—xo)2+. tan(z—x0)"+. ..
n>0

Se observa ca sumele partiale ale unei serii de puteri
centrata in xy sunt polinoame, ceea ce face din ele un mijloc
eficient de aproximare a unei functii.

Daca zy = 0, atunci seria de puteri centrata in 0 se
numeste simplu serie de puteri. Altfel spus, o serie de puteri

o0

are forma E apx", a, € R.
n=0

Observatia 6.3.1 Multimea de convergenta a unei serii de
puteri centrata in xy este nevida deoarece contine pe xg.
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Teorema 6.3.1 (Abel — matematician norvegian). Dacd se-

ria de puteri E a,x" este convergenta pentru ¥ = b € R,
. . nzo .
atunci seria este absolut convergenta pentru orice x € R pen-

tru care |x| < |b).

o0

Demonstratie. Deoarece seria numerica Zanb” este con-
n=0

vergenta rezulta ca girul (a,b") este marginit. Asadar, exista

M > 0 asa incat |a,b"| < M, pentru orice n € N. Daca

consideram z € R, pentru care |z| < |b|, atunci putem scrie

b (5)

x
. .o X
Seria umerica g M ‘E

€T n

b

|anxn| = = |anbn|

n xXr
<M‘—
b

n
este o serie geometrica cu ratia

n=0
X . o e A . .
q = ‘5’ < 1, deci este convergenta. Utilizand criteriul
o0
comparatiei, deducem ca seria E a,x" este absolut conver-
n=0

genta pentru orice x € R, care satisface conditia |z| < |b|.

Definitia 6.3.1 Numim raza de convergenta a seriei de
puteri Z an,x", numarul nenegativ R definit prin
n>0

R = sup{z > 0|z € R punct de convergentd al seriei}

Teorema 6.3.2 Daca seria de puteri E a,x" are raza de
n>0
convergenta R, atunci

1
— = lim

}% n— oo

(p41
G,

1
st 7= lim {/|ay,|.

n—oo
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Demonstratie. Pentru a obtine prima dintre formule
aplicam criteriul raportului de la serii numerice cu termeni

pozitivi la seria E |a,z"|. Avem

n>0
n+1
lim 12| = lim || nt1| _ || - I,
n—o00 |a,n[)’jn| n—o00 n
unde
[ = lim dntl
n—oo A,

Convergenta seriei Z |a,x™| are loc daca |z|l < 1, adica

n>0
1
pentru |z| < 7= R.
Asadar, avem ca
1 a
— == lim |2
R n— an

Cea de a doua formula se obtine aplicand criteriul
radacinii pentru seria cu termeni pozitivi g la,x"].
n>0

Corolarul 6.3.1 Fie seria de puteri Zanx” cu raza de
n>0

convergenta R. Atunci seria de puteri E an(x — x0)" cen-
n=0
trata 1n xo este:

i) absolut convergenta pentru (rog — R,xo + R);

i) uniform convergenta pe orice interval (a,b) C (xo —
R7 To + R);

iii) convergentd pe A. = (vo — R,xo + R) sau A. = [z9 —
R,xy + R) sau A, = (xog — R,xo + R] sau A, = [xg —
R, xo + R], care constituie mulfimea de convergenia.
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Exemplul 6.3.1. Seria de puteri Z:U" are raza de

n=0

o . An41 .
convergenta R = 1 deoarece lim =1. Pentruzxz =15

n—oo | Qp
pentru x = —1 seria este divergenta. Rezulta ca multimea de
convergenta a seriei este A, = (—1,1).
x—2)"
Exemplul 6.3.2. Pentru seria de puteri Z (—)3 cen-
— (2n +1)

trata in 2 sa aflam multimea de convergenta.

xn
Seria de puteri g —
= (2n+1)3

on+1)\°
= lim nt = 1. Pen-
n—oo \ 2n + 3

are raza de convergenta

Qp+1
G,

R = 1 deoarce lim

n—oo

tru * = 1 seria E —— este convergenta deoarece
3
= (2n+1)

1 - 1
(2n+1)3 — 2n3
convergenta.

: (=1)"
Pentru z = —1 seria —_—
2 Gnr iy

form criteriului lui Leibniz pentru serii numerice alterante.

:L.n
Asadar, seria —_
nzzzo (2n+1)3

2)"

l‘ —
Atunci, seria E ((2—1)3 are multimea de convergenta data
n
>1

S : : 1
si seria armonica generalizata g — este
n
n>1

este convergenta con-

are multimea convergenta [—1, 1].

de sistemul de inecuatii |z — 2| < 1, adica intervalul [1, 3].

Tinand seama ca functiile f,(z) = a,(z — xo)", n =
0,1,2,... sunt continue, derivabile si integrabile pe R, din
teoremele 6.2.4, 6.2.5 si 6.2.6 obtinem:

Teorema 6.3.3 Suma oricarei serii de puteri centratd in xg
este o functie continud pe mulfimea sa de convergenta.
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Teorema 6.3.4 Daca seria de puteri E an(x—x0)" centrata
n=0 .

in xo are raza de convergenta R,a tunci seria derivatelor de

orice ordin este o serie de acelasi tip cu raza de convergenta

R.

Pentru justificare este suficient sa demonstram ca seria

o0 o
derivatelor E (an(z — x0)") = E na,(xr — xo)" ' are, de
asemenea, raza de convergenta R. Avem
. na , a
R = lim |————| = lim |—| =R.
n—o00 (n —+ 1>an+1 n—00 | (hp41

Teorema 6.3.5 Fie seria de puteri Zan($ — x0)" cu raza
n=0

de convergenta R. Atunci pentru orice interval [a,b] C (zo —

R, xy + R) avem

b - b
/ Z an(x — )" | da = Z an /(:v — x)"dx =
" n=0 n=0 .
o (z :L.O)nJrl b
=2_an
o n+1 a

Observatia 6.3.2 Derivarea si integrarea seriilor de puteri
sunt utile tn calcularea sumelor unor serii de functii sau chiar
a UNoT Serii numerice.

o0
Exemplul 6.3.3. Sa aflam suma seriei E n?z".
n=1
Raza de convergenta a seriei este

7’L2

R= lim —— =1
ntso (n 12
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iar multimea de convergenta (—1,1).

N : n 1 9
Consideram seria E 2t = g convergenta pe
—x
n=0
(—1,1). Derivam termen cu termen si obtinem

an S re(—1,1).
1_1’)2’ )

Inmultim aceasta egalitatea cu x i avem

an l—x)z’ x e (—1,1),

pe care o derivam din nou si gasim:

1+
2 n 1 _
E n-xr 1_—1‘)3, .I'E(—l,l)

De aici, prin inmultire cu x obtinem

- o T(l+x) .
;naz 0= € (—1,1).

1
Pentru z = 3 gasim
“n? 3
—~3 2

Exemplul 6.3.4. Sa calculam suma seriei

o0
(_1)71—1
E pa—
n=1
o]
Consideram seria de puteri E "1 convergents pe

n=1

1
(—1,1) la 1 . Daca integram termen cu termen pe (—1,1),

— X
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atunci obtinem

> 1
Z/x”ld:c:/ dz
11—z
0

Zx— = —In(1 — x),
n=1 n

pentru orice z € (—1,1).
Facand pe x sa tinda la —1 in egalitatea precedenta,

obtinem
 _ 1)n—1
ST
n

n=1

sau

Observatia 6.3.3 Operatiile cu serii de puteri se efectueaza
ca la operatitle cu polinoame.

6.4 Serii Taylor

[e.9]

Fie Z a,(x—1x0)" 0 serie de puteri centrata in z, cu raza
n=0
de covergenta R gi suma f. Pentru orice x € (g — R, xo+ R)
avem

f(”)(x) =nla, + (n+1)n... 2a, 4 (x —x0) + ...,
F (o)

de unde, luand x = zq, obtinem a,, = — o n= 0,1,....
n!
Am gasit ca

) (1
fw) = 3

pentru orice z € (zg — R, zo + R).
Acum ne punem o problema reciproca. Fie data o
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functie f : I — R, I interval, indefinit derivabila intr-un
punct xg € I. Acesteia 1i asociem seria de puteri

1) (1

n=0

centrata in zy, numita seria Taylor asociata functiei f in
punctul zy. Pentru xy = 0 seria Taylor asociata functiei f
in o = 0 se numeste seria MacLaurin asociata functiei
f.

Seria Taylor asociata functiei f in zy are o multime de
convergenta A.. Se pune problema in ce conditii suma acestei
serii de puteri pe multimea A. este functia f de la care am
plecat.

Se observa ca girul sumelor partiale ale seriei Taylor aso-
ciata functiei f in zg este tocmai (7,,(f)), unde T,,(f) este
polinomul Taylor de gradul n asociat functiei f in xy . Daca
F: A. — R este suma seriei Taylor asociata functiei f in xg,
atunci

lim T,(f)(z) = F(z) (6.1)

pentru orice x € A..
Sa notam cu R, (f) restul de ordinul n din formula lui
Taylor. Avem

f(x) = To(f)(2) + Ru(f)(2) (6.2)
pentru orice x € A..

Teorema 6.4.1 Seria Taylor asociata functiei f in xo €
I are suma [ pe multimea A. N I daca si numai daca

R.(f) 2 0pe A.N 1.

Demonstratie. Din egalitatile (6.1) si (6.2) rezulta ca f = F
pe A, N1 daca si numai daca R, (f) == 0 pe A.N 1.

Corolarul 6.4.1 Fie f: I — R o functie indefinit derivabila
pe I cu proprietatea cd exista M > 0 astfel incat f™(z) < M™
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pentru orice n € N si orice x C I. Atunci f este dezvoltabila
in serie Taylor pe I centrata in orice xo € I.

Demonstratie. Utilizam expresia restului formulei lui Tay-
lor sub forma lui Lagrange si avem

|[)3 _ $0|n+1 MnJrlll‘ _ x0‘n+1
Ro(f)(@)] = =200 ponsn ) <
IR @) = @ < T
pentru orice z, xg € I si c situat intre x si .
Cum

i M”H|x _ $O|n+1

n—00 (n + 1)!

:07

pentru orice z, g € I, rezulti ca R,(f) - 0 pe I. Atunci,
conform cu Teorema 6.4.1, deducem ca f este dezvoltabil in
serie Taylor pe I.

Definitia 6.4.1 O functie f : I — R dezvoltabila in serie
Taylor in orice punct xg € I se umeste analitica pe I.

In final vom prezenta cateva exemple de dezvoltare in
serie Taylor a unor functii elementare.
Exemplul 6.4.1. Fie functia f : R — R, f(z) = €%, se stie
ca f®)(x) = e pentru orice k € N gi orice z € R,a dica f este
indefinit derivabild pe R. In plus, daci z € R cu |z| < M,
M > 0, atunci |f™(z) = e* < M, deci conform Corolaru-
lui 6.4.1 functia f este analitica pe R si cum f™(z) = 1,
n=20,1,2,..., avem

2 "

P, % T
e = +ﬁ+5+...—|—m+...,

pentru orice z € R.
Exemplul 6.4.2. Sa scriem dezvoltarea in serie MacLaurin
pentru functia f(z) =In(1+x), z > —1.

Prin inductie matematica obtinem

Wy (D - 1)
() = (1+a)

. n=1,273...,
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de unde £ (0) = (=1)""'(n — 1)! pentru orice n > 1.
Seria MacLaurin pentru f are forma

o0

= (—1)" " (n —1)! —1)"
Z( )n(! )xnzz( )n _

n=1 n=1

x2 $3 n

x
=r——+—=—... + (=)=
T 2+3 +(—1) n—l—

Raza ei de convergenta este

R = lim i

n—oo

= lim =1

n—oo 1, +

Ap+1

iar intervalul de convergenta este (—1,1).
Petru x = 1,avem seria numerica

S e

n 2 3 n

n=1

adica seria armonica alternanta, care este convergenta.

o
. . 1
Pentru x = —1, avem seria numerica E —, care este
n
n=1
opusa seriei armonice, despre care stim ca este divergenta.

Agadar, multimea de convergenta a seriei de puteri este (—1, 1]
sl pentru orice z € (—1, 1] avem

In(1+x) = i %x"

De aici, pentru x = 1 obtinem

1 1 1
m2=1—=-+——... +(=D"'=+. . ..
n 2+3 +(—1) n+

Exemplul 6.4.3. Sa dezvoltam in serie MacLaurin functia
flz)=1+2)", a e R*gix > —1.
Prin inductie matematica se arata ca

) =ala—1)(a—=2)... (& —=n+1)(1+z)*™,
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oricare ar fi # > —1, ceea ce ne arata ca f este indefinit
derivabila. Cum

f™0) = ala—1)...(a=n+1), n=1,2,3,..., f(0)=1,

deducem ca seria MacLaurin asociata lui f are forma

= ™0 —1
) P A C
&l 1! 2!

+Oz(cv—l)...(04—n+1)

4.
n!

Calculand raza ei de convergenta, gasim

1)! —1)... (oo — 1
R+ lim = lim (m + Dlo(a ). (a=n+1) =
n—0o |Gpyy| n—oo nla(a—1)...(a—n)
1
= lim nt =1
n—oo |(x — N

si deci seria are intervalul de convergenta (—1,1).
Daca scriem restul formulei lui MacLaurin sub forma lui
Lagrange, atunci se arata imediat ca lim R, (f) = 0 pentru
n—oo

orice x € (—1,1). Atunci putem scrie ca

-1 —1)...(a— 1
(14x)* = 1+ax+%x2+. . '+0z(a ) n'(a n )x”—l—. .

pentru orice z € (—1,1) si orice @ € R.

Seria astfel obtinuta se numeste seria binomiala deoarece
daca a = n, n € N formula de mai sus devine formula bino-
mului lui Newton.

Pentru diferite valori particulare ale exponentului «,

1 1 1
a=—-,a=——,a= 30 obtinem dezvoltari in serie utile

in calculele aproximative.
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6.5 Probleme

1. Sa se studieze convergenta simpla si convergenta uniforma
pentru urmatoarele giruri de functii:

2nx
i) £, R R, f.(x) = ,n=12,...;
i) f + — R, fulz) 3+ nr n
2
nx
i) f, : R=R, f,(z)=——=,n=12,..;
i) fu R— R, fu(e) =
3nz
i) fn o (1, R, fn = ,n=12..
ii) f, :[1,00) = R, fu(x) Tz "

iV) fn[ovl} HR; fn(l‘):l’n, n:0,1,2,....
11

2. Aratati ca sirul f, : 1l R, fu(z) = |z|""% con-
verge uniform la f,(x) = |z|. Aratati ca f, este derivabila
pe (—1,1), n = 1,2,... gi ca f nu este derivabila in x = 0.

Explicati acest rezultat.
3. Sa se studieze uniform convergenta sirurilor de functii:

: T

1) fn<l') = m, S [—1,1], n = 1,2,...;
1_ n

i) fule) = T ore(=1,1),n=0,12,...
—x

4. Studiati convergenta simpla si uniforma pentru seriile de
functii:

l) Z n—i—i—l—l’ ZEER+

n>1

n>1

i) Y e T ERy
n>1

iv) S C L peR
n>1
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V) i(l —z)z", x € [0,1]

n=0
.- 1
vi) nZ::l T L€ Ry

n=1
o
T
viil) > ;e T ER
n=1

5. Aratati ca sirul de functii f,(z) =nz(1—2)", n=1,2,...
converge uniform pe [0, 1] si are loc egalitatea

1 1
lim fn(x)dx:/(lim fn(x)> dx.
0 0
6. Determinati raza de convergenta si multimea de

convergenta pentru seriile de puteri:

" i e ()
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vi) Z (;;))'(x -1

n=1

—~

7. Dezvoltati in serie de puteri MacLaurin functiile:
i) flr)=v1+z, e (—1,1);

ii) f(z) = arctg z, z € [—-1,1];

) f(x)
iii) f(x) = arcsinzx, z € [—1,1];
iv) f(z) =sinz, z € R;
v) f(z) =coszx, x € R,
vi) f(z) =e, z e R;
210
VH) f(ill') = Ea S (_17 1)a
i) f(r) = g, w € (~1,1)
viil) f(z) = —, z € (— :
(1 _ x)z) Y
8. Calculati sumele seriilor:
Co x2n+1
i —1,1);
- o (_1)nx2n+1
L7 ~1,1);
i) 2 onii , € (—1,1);

NE

iii) nz", x € (—1,1);

n=1

iv) (—=1)" n22" x € (—1,1);

hE

S
I
—

WE

\9 n(n+1)z", x € (—1,1).

i
I
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9. Calculati suma seriilor numerice:

Lo (=D
i) Z3n—1—17

n=0
BN G e
i) m—1
n=1
> 1
lli) Z n’
“— n(n+1)2
“nn+1)
IV) Z 3n
n=1

10. Utilizand dezvoltarea in serie de puteri, calculati:
i) / e~V dt;
0

xT

int
i) / a1
t
0

xT

0
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6.6 Test de verificare a cunostintelor nr. 6

1. Definiti urmatoarele notiuni:

a) Sir de functii uniform convergent;

b) Serie de puteri;

¢) Multime de convergenta a unie serii de puteri;
d) Serie Taylor.

2. Sa se cerceteze convergenta sirului de functii:
a) (fu)ns1 Cu fn:[0,1] = R, fo(z) = 2™
b) (fu)n>1 cu fr 2 [0,400] = R, f(z) = nelm.
3. a) Sa se studieze convergenta sirurilor de functii
(f)nsts (fL)ns1cu frn : R =R, fo(z) = %arctg(nx).

b) Sa se arate ca sirul de functii (f,,)n>1, fr 1 [0, 1] — R,
fo(x) = nze ™ este punctual convergent.

4. Studiati convergenta seriei de functii Z fn(x), pentru
n>1

IL‘2

(14 22)»
5. a) Sa se determine multimea de convergenta pentru se-

1\" 1-— " 1
riadefuncpiiZ(l—k—) -(1 ;) ,x;«é§.
n -2

n>1

fn:RHRa fn(I) =

sin” x

b) Fie seria ifn(x), fo: R—=>R, fu(zx) = —
n=1

Aratati ca aceastd serie de functii este absolut con-
vergenta pe R.

6. Sa se determine raza de convergenta si suma seriei de

puteri Z na™ L.

n>1
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10.

. Sa se determine raza de convergenta, multimea de

convergenta si suma pentru seria:

o0 xn
; n(n+1)

. Sa se dezvolte in serie Mac Laurin functia f(z) = €” gi sa

se determine domeniul de convergenta al seriei de puteri
obtinute.

. Sa se dezvolte in serie Mac Laurin functia f(z) = sinz

si sa se determine domeniul de convergenta al seriei de
puteri obtinute.

Scrieti seria Taylor in punctul zy = 1 atasata functiei

2T — D
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Capitolul 7

Derivarea functiilor de
mal multe variabile

7 Ce inveti la tinerete aceea stii la batranete”

(Anton Pann)

In acest capitol ne propunem sa extindem notiunea
de derivata la functiile reale de mai multe variabile reale. Vom
prezenta: notiunea de derivata partiala, derivate partiale de
ordin superior, derivarea functiilor compuse, teorema lui Tay-
lor, diferentiala, aflarea extremelor simple si determinarea ex-
tremelor conditionate.

In mai toate situatiile, expunerea se va face in cazul
functiilor de doua variabile, extinderea la functiile de n vari-
abile, n > 3, facandu-se prin analogie.

7.1 Derivate partiale

Sa consideram o functie de doud variabile f : D C R?* —
R, z = f(x,y) st M(aq,as) un punct din D.
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Definitia 7.1.1 Daca exista limitele

lim f(z,a2) — f(ai,as) lim flay,y) — flay, a2)

T—aq r — aq T—a2 Yy — a2

st sunt finite, atunci spunem ca functia f este derivabild
partial in punctul M, in cazul primei limite, in raport cu
x §1 in cazul al doilea, in raport cu y.

Aceste limite se numesc respectiv derivata partiala a
functiei f in raport cu z si derivata partiala a functiei
f in raport cu y, in punctul M(ay,as). Ele se noteazd prin

i, an) = 00 2) %y)

Este evident ca daca functia f este deriwabila in raport
cu x §i respectiv cu y, atunci f este continud in raport cu x
st respectiv in raport cu .

Daca functia f este derivabila partial in orice punct din
domeniul D, atunci derivatele partiale resprezinta noi functii
de doua variabile, definite pe D si asociate functiei f.

s1 respectiv f;(al, as) =

Practic, pentru a calcula derivata partiala in raport cu
x a functiei z = f(z,y) se considera f ca functie de z, con-
siderandu-se y constanta, si se aplica formulele de derivare
cunoscute, pentru aceasta functie de variabila x.

Pentru a calcula derivata partiala in raport cu y se con-
sidera = constanta.
Exemplul 7.1.1. Sa calculam derivatele partiale pentru
functia
r+y

2, (1,y) €R%
2 @Y

flz,y) =

Avem

f;(x’y):@f(x,y) W+ y*+1) —2z(x+y)

or (22 4+ y2+1)2
_yz—x2—2xy+1

@+ 17

I

278



) of (x, 12?4+ y* +1) —2y(z +
fy(:L‘,y)Z gzy): @ <12+y>2+1g)/2($ y):

a2t -y —2ay+1
- (22 4+ y2 + 1)2

9

oricare ar fi (z,y) € R
Exemplul 7.1.2. Pentru functia f(z,y) = 2?¥ definitd pe
D = {(z,y) € R*z > 0,y € R} derivatele partiale sunt

af(%?J) 2y—1
! = I .2y
[, y) pe 2y - x
si
/ o af(xvy) 2y
folz,y) = oy x2Inw.

Observatia 7.1.1 Derivatele partiale ale unei functic de n
variabile, n > 3, se definesc in mod analog. Fie functia
f: D CR" — R, z = f(x1,29,...,2,) $i punctul
M(ay,as,...,a,) € D. Spunem ca functia f este derivabila
partial in punctul M in raport cu variabila xy, daca

lim f(ab ey A1, Ty Q415 - - - 7Gn) - f(a17a27 cee 7an>
Tp—agk r — ag

exista si este finita. Aceasta limita o numim derivata
partiala a functiei f in raport cu variabila xy in punctul M
st 0 motam prin

8f<M) af(a17a27"'7a/n)
/ . / o
fzk<M) - fzk(ahaQu cee 7an> sau 8x,€ = axk

O functie de n variabile derivabila in fiecare punct
al domeniului D este derivabila partial in acel domeniu si
derivatele partiale sunt functii de n variabile definite in acel
domeniu. Calculul lor se face pe aceleasi principii ca la
functiile de doua variabile.
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Exemplul 7.1.3. Pentru functia v = In(2? + y* + 2?) definita
pe R —{(0,0,0)} = D, avem derivatele partiale:
,  Ou 2z ,  Ou 2y

uxz%:w2+y2+z2’ uyza_y:a:Q—i—y?—l—zQ’

,  Ou 2z

v =—=—
20z w24y 4 22

Exemplul 7.1.4. Pentru functia u = 2¥” definitd pe D =
{(x,y,2) € R®*z > 0,y > 0,2 € R}, derivatele partiale sunt:

au 3z au 3z
Er el Tl — =2V 3z y¥ T na,
x

5 :Uy3zy3z Inylnz.
z

Acum sa introducem derivatele partiale de ordin supe-
rior.

Derivatele partiale pentru functia f : D C R? — R,
z = f(z,y) sunt noi functii de doua variabile. Daca derivatele
partiale f;(z,y), f,(7,y) sunt la randul lor derivabile partial
in raport cu x §i y, atunci derivatele lor partiale se numesc
derivate partiale de ordinul doi ale functiei f. Ele se
noteaza prin

(Y- 1 san g(g)_a%ﬁ

dr \ox ) — 0a2’
(f))h = [y, sau g_fy‘@_f)zaayaf
=g 5 (2) =52
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Exemplul 7.1.5. Pentru functia f(z,y) = In(2? + y* + 3),
(z,y) € R?, avem

2z

. — f/IQ—y
z x2_|_y2+3’ Y I2+y2+3’

= 21 "2 +y*+3)— 2222 2(y*—22+3)
o\ 4243/, (@443 (@42 +3)

o 2z /__ dzy
xy x2+y2+3 y_ (x2—|—y2—|—3)27

oo (N Ay

oo\ 4+y2+3), (22492 +3)%
Jy 2y \ _2@+yP+3) -4y’ 20° —y +3)
v \a2+ 2+ 3 (2% +y® + 3)? (22 +y2 +3)?

Yy
s s : 1" s N
Se observa cd derivatele f7 sij,,

numite si derivate
partiale mixte, sunt egale. In general ele nu sunt egale.
Urmatoarea teorema da conditii suficiente ca derivatele

partiale mixte sa fie egale.

Teorema 7.1.1 (A.Schwarz). Dacd functia f : D C R? —
R, z = f(z,y) are derivate partiale de ordinul doi intr-o

vecinatate V. a lui (z,y) € D si daca f;, este continud in
!

punctul (z,y), atunci g’cy(x,y) = ;'m(ym)
Nu prezentam demonstratia acestei teoreme.

Observatia 7.1.2 In mod analog se definesc derivatele
partiale de ordin n, n > 3.

Rezultatul Teoremei lui Schwarz se pastreaza.

Observatia 7.1.3 Derivatele partiale de ordin superior se
definesc si pentru functiile de m variabile, n > 3. Pentru
derivatele lor mizte se pastreaza afirmatia din Teorema 7.1.1.
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Exemplul 7.1.6. Sa calculam derivatele partiale de ordinul
doi pentru functia

flr,y,2) = Va2 +y2 + 22, (2,y,2) € R,

Avem:
x Yy
f;: y f, = 5
Vaityr+22 7 a2 yr 2R

z

[

fe= 2 2 2
T +y +z

2 2
f,,_V“’ Yt e \/ﬁ Y2+ 22

= 22 + 42 + 22 (a2 4y 4 22
no__ e yx
ffcy - fyw - (xQ +y2 + 22)3/2’
no__eno_ Tz
fa:z_.fz:t ($2+y2+22)3/2’
"o e yz
fyz - fzy - _(mQ + 2 + 22)3/2
. 22 4 52
ny - (22 + 42 _|_22)3/27
2% 4 22
"o 3
fz2 - (1‘2 +y2 +22)3/2’ (I7y, Z) eR’ - {(07070)}
3
Exemplul 7.1.7. Sa calculam 2000 daca u = e,
x0y0z
(z,y,2) € R3. !
Avem
ou e
— = aye™”’,
0z
0%u
990 = 2™ 4y - x2e™F = (2 4 y2)e™V?,
Pu

Soyes — L+ 2ey)e™ + (2 4 2Pyz)yae™” =
= (1 + 3zyz + x?y?2%)e™?, oricare ar fi (z,vy,2) € R3.
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7.2 Interpretari geometrice si economice
ale derivatelor partiale

Semnificatia geometrica a derivatelor partiale rezulta
limpede daca le interpretam cu ajutorul reprezentarilor ge-
ometrice. In figura 7.2.1. fie M(a,b, f(a,b)) un punct de pe
suprafata z = f(z,y), (r,y) € D C R% Prin M pot fi duse
doua sectiuni verticale, una perpendiculara pe Oy (y = b) i
cealalta perpendiculara pe Oz (z = a).

Fig.7.2.1.
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Prima este o curba de pe suprafata, care trece prin M
in directia lui Oz &i arata variatia lui z cand x variaza. In
aceasta sectiune valoarea lui y este b. Panta tangentei MT,
la sectiune in M este masurata de derivata lui z ca functie de

z, adica de derivata partiala % (a,b) = of(ab),
3 oz ox
La fel, valoarea %‘;b) = %‘;’b) masoara panta lui M7,

tangenta in M (a, b) la sectiunea verticala a suprafetei perpen-
diculard pe Oz In = = a.

In concluzie, derivatele partiale %(a, b) si g—’yf(a, b)
masoara pantele suprafetei z = f(z,y) in doua directii per-
pendiculare duse in punctul M (a,b), una perpendiculara pe
Oy, iar cealalta pe Ox.

Utilizand interpretarea geometrica a derivatelor partiale
ale functiei z = f(z,y) in punctul M (a,b, f(a,b)) putem scrie
ecuatia planului tangent la suprafata z = f(z,y) in punctul
M(a,b, f(a,b)). Acesta are forma

(x—a)%—i—(y—b)%zb) =z— f(a,b).

Exemplul 7.2.1. Sa scriem ecuatia planului tangent la
suprafata z = zy + 2z — 3y + 1 in punctul M(1,1,1).
Avem
2=y+2, 2(1,1) =3,
z,=2—3, z/(1,1)= -2,

2(1,1) =1,

iar ecuatia planului tangent este:
(x—=1)83+@y—1(-2)=2—-1

adica
3x —2y —z=0.
Din punct de vedere economic derivatele partiale au in-
terpretari analoage cu cele de la derivata functiilor reale de o
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variabila reala.
De exemplu, daca cererea pietei pentru o marfa X este
o functie de toate preturile pietei

T = f(p17p27 e 7pn)7 (p17p27 cee 7pn) S Ria

atunci derivatele partiale ale acestei functii arata variatiile
cereri cand unul din preturi variaza, celelalte ramanand con-
stante.

Elasticitatea partiala a cererii pentru X in raport cu
pretul sau p, este

d(nz)  pp Ox

S TV R

care este o expresie independenta de unitatile de masura ale
cererii sau pretului. Ea da viteza descresterii relative a cererii
pentru o crestere relativa a pretului.

Raportul z/p; poate fi numit cerere medie, iar derivata
partiala 86—;;, cererea marginala data de pretul p; In combinatia

de pre’guri (p17p27 s 7pn)

7.3 Derivarea functiilor compuse

Fie z = f(u,v) o functie de doua variabile definita intr-
un domeniu D C R2, cu derivate partiale continue pe D.
Daca u = wu(z) i v = v(x), sunt doua functii de variabila
x, definite gi derivabile in intervalul I C R a tunci functia
compusa z(z) = f(u(x),v(x)) este derivabila pe I si avem

formula
0 0
Z(x) = 8_{L ' (z) + a—i ' (). (7.1)

Demonstratia formulei rezulta din egalitatea

(@) = 2(wo) _ f(ul@),v(z)) = f(ul@o), v(z)) ulz) —ulzo)
T — u(z) — u(xo) T — I
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fu(zo),v(x)) — f(u(zo),v(x0)) v(x) — v(x0)

+ v(z) — v(xo) T — o

prin trecere la limita cand = — xg, xo filnd un punct arbitrar
din /.

Derivatele de ordin superior ale acestor functii com-
puse se scriu tinand seama de formula (7.1) si de regulile de
derivare.

Exemplul 7.3.1. Sa calculam 2™ (x) daca

z= f(u,v), w=ax+b, v=cr+d, z€eR

Avem

o) () o ) () ]
[ () 2 () ] -

—i—a[ 2f f }—i—c{a an + 82’}6}

u? 8uav Oudv ov?
2 f 82 f 62 f
2ac 2
8u2 * 8y(% e ov?
Simbolic acest rezultat se scrie sub forma

)
/@) = g+ g ) fa

cu semnificatia ca se ridica binomul la patrat si exponentii

puterilor pentru -2 si -2 se iau ca ordine de derivare pentru
ou > Ov
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f(u,v) in raport cu u si v.
Prin inductie matematica se arata ca

8 a (n)
(n) _ - il
2\ (x) (aau + C@v) f(u,v) (7.2)
Pentru n = 3 avem
Bf Bf Bf Bf
(3) _ 37 J 2 2 3
dH@) =a ou3 +3a “ouwzov +3ac Oudv? te o3’

Functiile compuse considerate mai sus sunt functii com-
puse de o singura variabila. Se pot considera functii din mai
multe variabile. Astfel putem forma functia compusa de doua

variabile
2(z,y) = fulz,y),v(z,y)), (v,y)e DCR®:  (7.3)

Presupunem ca functia f(u,v) admite derivate partiale
de ordinul intai continue si functiile u(z,y),v(z,y) au, de
asemenea, derivate partiale de ordinul intai.

Utilizand (7.1) in raport cu x si y, din (7.3) gasim:

0z , Of Ou 0Of O0Ov
3x_z‘r_8u'8x+av'8x
0z ,  Of Ou Of Ov
8y_zy_8u.8y+8v'8y'

Derivatele partiale de ordin superior ale acestor functii

se calculeaza in mod analog, tinandu-se seama ca si derivatele
partiale obtinute sunt functii compuse.
Aplicatia 7.3.1. Functii omogene. Un polinom P de doua
sau mai multe variabile este omogen de gradul k, £k € N, daca
toti termenii polinomului sunt de gradul k. Aceste polinoame
au proprietatea evidenta

P(tzy, txy, ... tr,) = t"P(xy, 29, ..., 2,)
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pentru orice ¢ real.
Extindem aceasta definitie pentru functii de mai multe
variabile.

Definitia 7.3.1 Functia f(x1,x2,...,2,) de n wvariabile,
definita intr-un domeniu D C R", este omogena de gradul
k, k € R, daca este indeplinita condifia

ftzy, tag, ... txy,) :tkf(x1,$2,...,9:n), (7.4)

oricare ar fit € R.
De exemplu, functia

4 20,2 4
ey =2 S (n) € R - {(0.0))

este omogena de gradul —2 deoarece

t2 I4+$2y2+y4 _
VESTV AT gy,
t4(zt + y*)

oricare ar fit € R — {0}.

Pentru functiile omogene este valabil urmatorul rezultat:

f(tz, ty) =

Teorema 7.3.1 Pentru ca functia f(x1,x2,...,2,) sd fie
omogena de gradul k este necesar si suficient sa avem identi-
tatea

Ty fo (@1, @0, .. xn) + 2o fy, (1, a0) + . F
+xnf;n<$1, .. ,In) = kf(l‘l, Zo, ... ,.Tn),
numita identitatea lui Euler.

Demonstratie. Necesitatea. Functia f fiind omogena de
gradul & satisface (7.4). Membrul intéai al acestei relatii este
o functie compusa de t. Derivand ambii membrii in raport cu
t, avem egalitatea

n
Z xlfz‘{xl (t(lfl, e ,txn) = ktk_lf(xl, e ,In>
=1
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care este adevarata si pentru ¢t = 1, adica

inf;i(xl, sy =kf(xy, . T,
i—1

care este tocmai indetitatea lui Euler.
Suficienta. Consideram functia auxiliara

f(tzy, ... txy,)
: , t#£0

si sa presupunem ca f satisface identitatea lui Euler.
Avem

F(t) =

N iy (b, ) — KT f(ta, )
. i=1

F/<t> t2k -

tzwzfé;l(txb tet 7t$n) - kf(ta:la ce 7txn))
_ =1

tk+1 =0
pentru orice t # 0.
Rezulta ca F(t) este o functie constanta. Valoarea con-

stantei este data de F'(1) = f(x1,...,x,). Atunci

f(txy, ... txy,)

F(t) = n

:f(xlv"'axn)a

de unde
fltzy, ... twy) =t f(ar, ..., 2,),

adica functia f este omogena de gradul k.

Aplicatia 7.3.2. Formula lui Taylor. O alta aplicatie a
derivarii functiilor compuse este extinderea formulei lui Taylor
la functiile de mai multe varaibile reale.

Teorema 7.3.2 (Taylor.) Fie functia f : D C R? — R si
punctul interior M(ay,as) € D. Daca functia f are derivate
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partiale pand la ordinul n+ 1, n € N, intr-o vecindatate V(M)
a lui M, atunci exista punctul P(&,n) € V(M) asa incdt sa
aiba loc formula

n (k)
Fen) =3 g [e- a0+ - eg | et

k=0

oricare ar fi (x,y) € V(M), numita formula lui Taylor

{(m - al)a% +(y - GZ)a—y} "

Demonstratie. Consideram functia compusa
F(t) = flar +t(x —a1),as +t(y — az)), (2,y) € V(M)

it e [0,1]. Pentrut = 0 avem F(0) = f(ay,az), iar pentru
=1l avem F(1) = f(z,y).

Functia de o singura variabila F'(t) este definita si
poseda derivate pe variabila pana la ordinul (n 4 1) continue
in origine si deci se poate dezvolta dupa formula lui Maclaurin
in jurul originii:

$
t

t A tn+1
Ft)=F0)+—F0)+...+ —F" FtD)
() = PO+ PO+t P00+ L reso,
6 € (0,1). Pentru ¢t = 1 obtinem:
1 1 1
= = (n) (n+1)
(7.5)

Utilizand formula (7.2) de la exemplul 7.3.1, obtinem

(k)
FH0) = (0= g+ o) S +t(e = an), aat ey~ ao)

k=0, 1, ..., n+ 1; de unde

0
F) = {(fﬂ - al)% + (y — as)



Acum din (7.5) rezulta formula lui

Taylor, cu 1S = a + Oz - @),
n=ax+0(y—az), 0 €(0,1)
Pentru n= 0 formula lui Taylor conduce Ia

formula cresterilor finite sau formula lui Lagrange pentru
functiile de doua variabile:

f(z,y) = flar,a2) + (x — a1) fr(§,m) + (y — a2) £, (&, ),
cul=a;+6(x—a), n=as+0(y —az), 0 €(0,1)

Observatia 7.3.1 Formula lui Taylor pentru doua variabile
se poate generaliza pentru functiile cu m variabile, in conditii
analoage. Pentru functia z = f(x1,xg, ..., Tm), definita intr-o
vecinatate a unui punct M(aq,as, ..., ay) $i care are derivate
partiale pand la ordinul (n+ 1), continue, este valabila for-
mula lur Taylor:

"y 5 o 1"
fz1, 29,y xm) = Z il [(m — 6“)671 + ot (T — am)ax} f(M)+
= J! m
(n+1)
+ﬁ |:(£C1 —al)a(z‘1+...+(xm—am)afrn:| f(é-lvf%”'?gm)

&1 =a1+0(x1 —a1), & = az +0(x2 — a2), &n = am + 0(@m — am),
6 e (0,1).

Aplicatia 7.3.3. Derivata dupa o directie. Fie
functia f : D C R" — R, M(ay,as,...,a,) un punct inte-
rior din D si vectorul I = (ly,l,...,1,) € R™ pentru care

1P = > k=1
k=1

Definitia 7.3.2 Numim derivata functiei f dupa directia
I in punctul M, notata prin 1 (M) , numarul real definit prin

ol
of(M) _ | flx) = F(M)

ol eom d(z, M)
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unde X = (21, %2, ...,x,) € D dar d(X, M) este distanta dintre
punctele X si M.
Considerand | = e, = (0, ..., 1,0, ...,0), obtinem

of(M) _of(M) , +—
3ek n 8xk ’k_l,n

adica derivatele partiale ale lui f in punctul M.

Teorema 7.3.3 Daca functia f : D C R" — R are derivate
partiale de ordinul intai in raport cu fiecare din argumentele
x, k=1,n, in punctul M(ay, as, ...,a,) € D, atunci derivata

dupa directia vectorului | = (ly,...,1,), cu ||l|| = 1, este
of(M) _9f(M) 0f (M) 0f (M)
= . l * l : ln
i T T TS
Demonstratie. Tinand seama ca X = (z1,...,z,) € D

situat pe directia 1 se scrie sub forma M(ay + tly, ..., a, +
tl,), t € [0,1], avem

8f(M) — Lim f(CLl + tll, Ay + tln) — f(al, ceny an) _
ol t—0 t
. E)f(al —f- tll, ey Ay —|— tln)

ot =0
Folosind formula de derivare a functiilor compuse, putem scrie

O5(M) _ 05(M) O +th) _OF(M) Blasttl)

o O ot 014 ot
+é?f(M) d(an + tly,) B
ox, ot N
of (M) af (M) af (M)
= -l -l Ay,
0, Lt 0xs Tt oz,
ceea ce trebuia demonstrat.
Exemplul 7.3.2. Sa calculam derivata % pentru functia
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flr,y,2) =xyz+2x+y+2+1, (v,y,2) € R in punctul
M(3, 2, 1), dupa directia 1 data de dreapta MX, unde X(1, 3,

2).
Avem
MX =(1,3,2) — (3,2,1) = (=2,1,1),
IMX||=VA+1+1=+6, [ = (_—Q,L,i),
6 V6 V6
fo(M) =3, f,(M)=4, f(M)=T
? of 6 4 7 5

T Y RN
Aplicatia 7.3.3. Fie F : D C R? — R o functie de
doua variabile. O functie f : A — B cu A x B C D astfel
incat F(x, f(x)) = 0 pentru orice x € A se numeste functie
definita implicit sau pe scurt functie implicita.

Cu alte cuvinte, functiile y= f(x) definite cu ajutorul
ecuatiilor F(x, y)= 0 se numesc functii implicite. O astfel
de ecuatie poate sa aiba pe A una, mai multe solutii sau nici
una. Se pune problema studierii proprietatilor (de continui-
tate, de derivabilitate, etc.) ale functiilor implicite direct de
pe ecuatia de definitie, fara a face explicitarea lor. Teoremele
care stabilesc astfel de proprietati se numesc teoreme de
existenta
Teorema 7.3.4 Fie F o functie reala de doua variabile
definita pe Ax B, A CR, B CR si(ay,as) un punct interior
lui A x B (ay punct interior lui A, as punct interior lui B).
Daca

’L) F(al,az) = 0

i) F, F! F, sunt continue pe 0
vecindtate u x 'V a lui (ay,as),
UxV CAx By
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i) F,(a1,az) # 0, atunci

1) exista o vecinatate Uy C U a lui aq, o vecinatate Vo C 'V
a lui ay s1 o functie unica f: Uy — Vo, y = f(x), astfel
incat f(ay) = ay si F(x, f(x)) =0 pentru x € Uy;

2) functia f are derivata continud pe Uy data de formula

oy iy
fi(z) = —m ;

3) daca F are derivate partiale de ordinul k continue pe U X
V', atunci f are derivate de ordinul k continua pe U,.

Nu prezentd demonstratia riguroasa a acestei teoreme de
existentd. Insa dam modalitatea practicd de obtinere a
derivatei f’. In acest scop , consideram in ecuatia F'(z,y) =0
pe y = f(x) si derivam in raport cu x utilizand regula de
derivare a functiilor compuse. Avem
Fy+F, y'(z) =0,
de unde o
J(r) = fla) =2
y

Pentru calculul derivatelor de ordin superior ale functiei f se
procedeaza in mod analog.
Exemplul 7.3.3. Ecuatia 2° 4+ 3xy + y®> = 1 defineste pe
y ca functie de x, pentru (z,y) € D C R?. Si se calculeze
vy v (1) sty"(1).

Derivam in raport cu x in ecuatia care defineste pe y ca
functie de x gi avem

> +y+axy +y*y =0.
De aici, pentru x + 3% # 0, obtinem

2
/ r”ty
= — . 7.6
Y z+y? (7.6)
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Pentru a calcula pe y” procedam astfel:

y o Qe +y)@+y?) — (2% +y)(1+2yy)

(z +9?)?
(z +y?)? '
Acum, inlocuim cu ¢’ cu expresia din (7.6) si obtinem
y o 62%y? —2zy + 2xyt 4 22y
y'=— s . (7.7)
(z +y?)

Pentru x= 1 din ecuatia data avem

1+ 3y(1) + (y(1) = 1,
de unde y(1)= 0. Atunci, din (7.6) si (7.7) obtinem /(1) = —1
siy”(1) =0
Observatia 7.3.2 Se pot considera  functii  implicite
z = f(x1,29,...,2,) de variabile definite printr-o ecuafie
F(x1,29,...,2,,2) = 0. Calculul derivatelor partiale ale lui

z se oblin printr-un procedeu analog cu cel de la derivarea
functiilor implicite de o variabila reala.

Exemplul 7.3.4. Sa se calculeze derivatele partiale de or-
dinul intéi ale functiei z(z,y) definita implicit de ecuatia

20 +y+ayz = €°

Derivam in raport cu x si y tinand seama ca z este functie de
X gl y. Avem

0z , 0z
PHYEE e, T B
L twm o+ 0z , 0z
rz+ry— =€ —,
dy oy

de unde
Jz 2+4yz 0z 1+4azxz

0r e —ay Oy e —ay
daca e — xy # 0.
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Observatia 7.3.3 FEuwista situatii practice sau teoretice in
care intervin functit definite implicit de sisteme de ecuatii.
Sa consideram cazul simplu a doud ecuatii cu patru variabile:

Fi(z,y,u,v) =0,
Fy(z,y,u,v) = 0.

In anumite conditit, acest sistem defineste implicit doua
Junctii u = f(xay) §iv= g(xay)

Pentru calculul derivatelor partiale de ordinul intai ale
functitlor u st v se deriveaza ecuatiile sistemului tn raport cu
x $t Yy, tinand cont ca u si v sunt functii de x si y. Avem:

8F1 8F1 8u (9F1 81}

Or " ou 0r ' ov or
8F2 8F2 ou 0F2 0?)_
B T ou or T o oV
OF, OF u 0F 0v_
dy  Ou 9y v Oy
8F2+6F2 8U+6F2 81)_0

dy ou Oy Ov 0Oy
Se observa ca primele doud ecuatii formeaza un sistem liniar
in necunoscutele g—z st %. Ambele sisteme au ca determinant
pe

D(Fy, F) OFL  OF
Dluo — | |
(U, U) ou ov
numit determinantul functional sau tacobianul functiilor
D(F, F.
Fy, Fy in raport cu u, v. Daca M £ 0, atunci din sis-
D(u,v)
temele d ‘ fli ou Ov Ou Ov
emele de mai sus se aflac —, —, —, —.
Ox’ 0z’ Oy’ Oy

Exemplul 7.3.5. Sistemul z + 2y + u?> + v = 6, 2% +
xy + 2u® — v3 = 7 defineste pe u si v ca functii de x si vy,
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cuu(2, 1)=14i v(2, 1)= 1. Sa calculam derivatele partiale

ou Ov Ou Ov
—_— — — —1 1(2,1).

u . ov . .. . A
Pentru a calcula Iz si I derivam ecuatiile sistemului in
x x

raport cu x, tinand seama ca u si v sunt functii de x. Avem

ou
20U 5 20U
2x + 6u I 3v o

care este un sistem liniar In necunoscutele
minantul

0,

g—g si 8—;, cu deter-

2u 2v
6u®> —3v°

Daca (z,y) € R? asa incat 6uv(v + 2u) # 0, atunci

= —6uv(v + 2u).

1 2v
ou 2 —3v? B 3v + 4z

or  6uv(v+2u)  6u(v+2u)’

2u 1
@ B 6u? 2z B 20 — 3u
Or  6uv(v+2u)  3v(v+ 2u)

In mod analog, derivand ecuatiile sistemului in raport cu vy,
obtinem

ou ov

24 2u— +2v— =0
+ u6y+ Uay
ou ov

6u’— — 3v°— =0
x + u@y U@y

si daca 6uv(v 4 2u) # 0, avem

ou v+ v x—6u
Oy  3u(v+2u) Oy  3v(v+2u)
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Daca x= 2, y= 1, atunci sistemul dat ia forma
2 2 _
u?(2,1) +v%(2,1) =2

2utu(2,1) —v*(2,1) = 1

care are solutia u(2, 1)=1sgi v(2, 1)= 1.
Acum, utilizand expresiile derivatelor partiale ale functiilor
u si v, gasim

8u21 11 oOv 1

81:( 1) 18’ 8I( 1) 9’
ou 5 Ov 4

7.4 Diferentiala functiilor de mai multe
variabile

Fie f : D C R? — R o functie de doua variabile si M (ay, az)
un punct interior lui D.

Teorema 7.4.1 Daca functia f admite derivate partiale de
ordinul intdi intr-o vecindatate V(M) a punctului M si daca
aceste derivate partiale sunt continue in M, atunci exista doud
functii aq, a0 1 V(M) — R, continue in M $i avand propri-
etatea

lim  oq(z,y)= lim  as(z,y) =0

r—ai, y—az r—ai, y—az

astfel incat

f(x,y) = flar, a2) = frlar, a2)(z — ar) + f, (a1, as)(y — as)+
(7.8)

+a1 (2, y)(r — a1) + oz, y)(y — az).
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Demonstratie. Avem

f(@,y)=flar,a2) = [f(2,y) = flar, y)]+[f (a1, 9) — fa1, a2)].

Aplicam fiecarei paranteze drepte formula cresterilor finite si
avem:

f,y) = flar, a2) = (& y) (@ — ar) + fo(ar, m)(y — az),

unde £ este cuprins intre a; i z, iar 7 este cuprins intre as si
y. Acum putem scrie

f(@,y) = flar,a2) = fiar, a2)(z — ar) + fy(ar, a2)(y — ar)+
+f2(& ) = filar, a)] (x—ar)+ [ fy (a1, a2) = fy(ar,as)] (y—as)
In continuare, notam:

ar(@,y) = f(§,y) — folar, a2)

az(z,y) = fyla,n) — f(a1, as).

Cum din (z,y) — (a1, a2) rezulta (&,y) — (a1,a2) si (a1,n) —
(a1, az) si deoarece f; si f, sunt continue in M (a1, az) avem

lim  ay(z,y)= lim  [fi(&n) — fi(a1,a2)] =0
(x,y)—(a1,a2) (x,y)—(a1,a2)
si
lim  as(z,y) = lim "(a1,n) — fl(a1,a2)] =0
i 2(7,y) (I’y)_)(ahaz)[fy( 1,1) = fylas, az)]

In final obtinem
f(@,y) = flar,a2) = fiar, a2)(z — ar) + fy(ar, a2)(y — az)+

a1 (2, y)(r — ar) + aa(z, y)(y — az),

unde functiile a; gi ap sunt continue in M si

lim aq(z,y) = lim  as(z,y) =0.
(29)—(a1,a2) 1(@y) (2y)—(a1,a2) 2(.y)
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Teorema este demonstrata.
Pentru (x, y) suficient de aproape de (ay, az) din (7.1) avem

f(x,y) = f(ar,a2) = filar, az)(x — ar) + fy (a1, a2)(y — az),
iar daca notam x — a; = h si y — a; = k, atunci obtinem
f(x,y) = flai, a2) = filay, a)h + fy(a1, az)k.
Definitia 7.4.1 Functia liniard g : R* — R,
g(h, k) = filay, a)h + f,(a1, a2)k
se numegte diferentiala functiei in punctul M(ay, as).

Notam ¢ prin df(aj,as). Daca consideram f(x,y) = z si
flz,y) = vy, (r,y) € R? gdsim h = dr i k = dy. Acum
diferentiala lui f in (aq, b;) ia forma

df (a1, a2) = fr(ay, az)dx + f, (a1, az)dy.

Diferentiala functiei f intr-un punct arbitrar (z,y) € D se
scrie
df (z,y) = fo(a,y)dz + f,(z,y)dy =
of of ,

hp IR
" O +8y

In unele situatii este avantajos sa folosim scrierea

df = (ad:c+§dy)f

unde produsul din dreapta este un produs intre operatorul

0 0
d=—dx+ —d
e + oy v
numit operator de diferentiere si functia f.
Exemplul 7.4.1.Fie f(z,y) = y*ze* ™, (z,y) € R?. Avem
of of

dx + —Ldy = y*(1 + 32)e> ™ ¥dx + vy(2 + y)e**dy

if =3 5
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Observatia 7.4.1 Pentru o functie de n wvariabile
f(x1, 29, ..., x,) diferentiala se defineste prin

of of of
df = —d —d dx,,
! oxy zt 0xy Tat .t ox,, v
tar operatorul de diferentiere este
0 0
d=—d —d dz,.
o0x Tt 0xo Trt ot ox,, v

Uneori df se numeste diferentiala totala a functiei f, iar
%dmi,i = 1,n, se numesc diferentialele partiale.
Ly
Se observa imediat ca operatorul de diferentiere este liniar

Observatia 7.4.2 Metoda directa de a diferentia o functie
este de a folosi formula fundamentala

k=1

Uneori este mai convenabil sa se foloseasca requlile de
diferentiere, care sunt analoage cu regulile de derivare.

Exemplul 7.4.2. Sa calculam diferentiala functiei u =

Va2 +y?+ 22, (z,y,2) € R3
Avem

du— d(z? +y* + 2?) B d(z?) + d(y?) + d(z?) _

9 x2+y2+22_ /T2 + o2 + 22

= - dz + Y i

dy + dz
Va2 +y? 4 22 Va2 +y?+ 22 Va2 +y?+ 22
(ZE, Y, Z) €R’ — {(07 0, 0)}
In aplicatii sunt utile proprietatile diferentialei date in
urmatoarele doua teoreme.
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Teorema 7.4.2 Conditia  necesara  si  suficienta  ca
diferentiala unei functii f : D C R? - R, z = f(x,y),
sa fie identic nula pe D este ca f sa fie constanta pe D.

Demonstratie. Daca f(x,y) = k, k constanta, pentru orice
(x,y) € D, atunci alegand pe rand x constant si y constant,

obtinem % =0, g—i = 0, deci df = 0 pe domeniul D. Reciproc,

daca df = %d:v + g—idy = 0, pentru orice (z,y) € D, atunci
alegand pe rand z constant si constant, obtinem % =

of _
8—y—0.

si

Teorema 7.4.3 Daca o expresie diferentiala FE =
P(z,y)dx + Q(z,y)dy, cu functille P §i @ continue pe
domeniul D C R?, este diferentiala unei functii f : D — R,
pentru orice (x,y) € D, atunci P = % st Q = %, pentru
orice (z,y) € D

Demonstratie: Pentru orice (z,y) € D avem df = %dm +
g—idy = Pdx + Qdy, de unde

of of B
(8_x_P>dx+<8_y_Q)dy_07

pentru orice ((z,y) € D.

De aici, utilizand Teorema 7.4.2., obtinem % =Py oy =
Q, oricare ar fi (x,y) € D.
Observatia 7.4.3 Proprietatile diferentialei din Teoremele
7.4.2. s1 7.4.3. se mentin $i pentru functiile de n variabile,
n > 3.

Ca si la functitle de o wariabila se pot introduce
diferentialele de ordin superior.

Definitia 7.4.2 Numim diferentiala de ordinul doi a une:
functii de mai multe variabile, diferentiala diferentialei de or-
dinul intas.
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In general, diferentiala de ordinul n, n € N*, este
diferentiala diferentialei de ordinul (n- 1).

Daca f : D C R? — R este o functie derivabild partial
de doua ori pe D, cu toate derivatele partiale de ordinul doi
continue, atunci avem

_ (9 0
& f = d(df) —d(axdx+ aydy) =

0 g, 9]
d(ai)d +a—£d( )+d(8_§> dy + d(dy)

Cum d(dx) = 0 si d(dy) = 0, putem scrie

BN of
1= g (50 2o 55 (5 ) ] e
o (of of B
! L% (8y)d "oy (81/) dy] W=

If D’ f 2f
axQd +28 9y dxdy—l—a 5

Operatorul

2 2 2
dQ—%dm Jrzaa 0
T

se numeste operatorul de diferentiere de ordinul doi.
Cu ajutorul acestui operator avem

B, o 1@
2
d°f = {—axdﬂv + —aydy] f
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Prin inductie matematica se arata ca

) o 0 (n)
d"f=dd"f)=|=—d —d .
F=d@ ) = [ gedet o] fe)
Pentru o functie de n variabile, diferentiala de ordinul m are
forma

d f— |:8_1d$1+ or 2d1’2‘|‘ .+ al’nd n:| f($1,$2,...,1’n)

In caz particular, pentru m= 2 avem:

o P (2)
d2f = |:8—1d$1 + axzdl'g + ...+ aajndl‘n:| f(xl, ceey l‘n> =
_O*f o0 f 0?
—=de? + = da? —=da?
= gl + el o+ prduit
2 2 2
+2 dl]lde'Q + 2 deldl‘g +...+2 dxldxn—i-
aZL'l T 8m1 €T3 10Ty
o2 f 82 f
drodr, + ... + 2——————dx,_1dx,.
2 6x28xn Faln * axn—laxn S

Se observa ca d?f pentru o functie de n variabile este o forma,
patratica ([1]) in variabilele dxy, dxs, ..., dz,, care are matricea

H = (hij);

i,5=1,n

_ _of
unde hij = 8:1:1'890]' 1,7

matricea lui Hess.

1 n, numitd matricea hessiana sau

Observatia 7.4.4 In cazul functiilor compuse de mai multe
variabile formula diferentialei de ordinul intai se pastreaza,
spunandu-se ca diferentiala de ordinul intai este invarianta
fata de operatia de compunere a functiilor”. Formula pentru
diferentialele de ordin superior nu se mai pastreaza pentru
functitle compuse de mai multe variabile, adaugandu-se cativa
termeni suplimentari.
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7.5 Extremele functiilor de mai multe vari-
abile

Aflarea extremelor functiilor de mai multe variabile este una
din cele mai importante probleme de matematica deoarece
multe chestiuni practice (stiintifice, tehnice, economice etc.)
conduc la optimizarea unor modele descrise prin functii de
mai multe variabile.

Fie f: D CR? - R, 2z = f(x,y) o functie de doua
variabile.

Definitia 7.5.1 Un punct M(ai,as), (a;,a2) € D, se
numeste punct de minim local (relativ) respectiv maxim
local (relativ) al lui f dacd exista o wvecinatate V(M) a
lui M asa incat pentru orice (x,y) € V(M) N D sa avem
f(x,y) = flay, az) respectiv f(z,y) < f(ai, az).

Cel mait mare dintre toate mazximele locale se numeste
maxim absolut, iar cel mat mic dintre toate minimele lo-
cale, minim absolut. Maximele si minimele unei functii se
numesc extremele functiei.

Teorema 7.5.1 Fie (ay,a3) € D, D C R? punct de ea-
trem local pentru functia f : D — R. Daca exista derivatele
partiale f; si f{,; atunci f(a1,az) =0 si f{,(al, az) = 0.

Demonstratie. Pentru y = ay, functia f(z,as)are in punc-
tul £ = ay, un punct de extrem si este derivabila in acest
punct deci, conform teoremei lui Fermat avem f7(ay,as) = 0.
In mod analog, pentru x = ay, functia f(a,y) are in punc-
tul y = ap un punct de extrem si deci f, (a1, az) = 0.
Reciproca teoremei nu are loc, adica daca fl(aj,a2) =
0, fy(ai,az) =0 nu rezulta ca (ay,as) este punct de extrem.
Punctele (ay,ag) pentru care f;(a1,a2) =0, f;(a1,az2) =0 se
numesc puncte stationare. Asadar, punctele de extrem ale
functiei f se gasesc printre solutiile sistemului f; =0, f; =0,
insa nu toate solutiile acestui sistem sunt puncte de extrem.
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Observatia 7.5.1 Intr-un punct de extrem avem f!(ay, as) =
0, f, (a1, a2) =0, deci df (ay, az) = 0.

Ne intereseaza o conditie suficienta ca un punct stationar
sa fie punct de extrem.

Teorema 7.5.2 Fie punctul (ay, as) interior domeniului D C
R2, punct stationar al functiei f : D — R. Presupunem cd
functia f are derivate partiale de ordinul doi continue intr-o
vecinatate V(ay,as) a punctului (ay,as). Se considerd ma-

tricea Hess
22f  92f
2

dxdy  Oy*

cu minorii principali

?f(ai,a
Ay = %, Ny = det H(ay,as)

Cu aceste notatii au loc afirmatiile:
i) daca Ny > 0 i Ny > 0, atunci punctul (a1, az) este punct
de minim local pentru f;

it) daca Ny < 0 51 Ny > 0, atunci punctul (ay, as) este punct
de maxim local pentru f;

iii) daca Ny < 0, atunci punctul (a1,a9) nu este punct de
extrem.

Demonstratie.  Natura punctului stationar (a;,as) este
data de semnul diferentei f(x,y)— f(a1,as). Tinand seama ca
filar,a2) =0, fi(a1,az) = 0, din formula lui Taylor pentru
n= 2 (Teorema 7.3.2) avem f(z,y) = f(a1,a2)+

1 ) o1®

+5 (95—611)%4'@—@2)8—3/ flai,a2) + Ro(f,z,y)

pentru (z,y) € DNV ((a,az)). Daca (x,y) este suficient de
aproape de punctul (ag, as), atunci semnul diferentei f(z,y)—
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f(a1,a2) nu este influentat de restul Ro(f,z,y) al formulei.
Asadar, avem
1 0?
Fla) — flan ) = 5 [ — )2
azf(alv a2) 2
BB T |

care este o forma patratica in variabilele x —ay §i y —as, avand
matricea chiar hessiana. Conform rezultatelor cunoscute de
la formele patratice ([1]), avem ca:

+2(z — a1)(y — as)

i) daca A; > 0 si Ay > 0, atunci forma patratica este
pozitiv definita, adica diferenta f(x,y) — f(ay,as) > 0
pentru (x,y) # (a1, as), deci f(x,y) > f(a1,az2) si, prin
urmare, punctul (a;, as) este punct de minim;

ii) daca A7 < 0 gi Ay > 0, atunci forma patratica este
negativ definita, adica diferenta f(x,y) — f(ai,a2) < 0
pentru (z,y) # (ay,as), deci f(z,y) < f(ai,az2) si, prin
urmare, punctul (aj, as) este punct de maxim local;

iii) daca Ay < 0, atunci forma patratica este nedefinita, deci
(a1, az) nu este punct de extrem local

Exemplul 7.5.1. Sa determinam punctele de extrem local
pentru functia

flz,y) = 2° +y° — by, (z,y) € R2

Mai intai determinam punctele stationare. Pentru aceasta
calculam derivatele partiale de ordinul intai:

a—f:591:4—5y, g:5y4—5x.
Ox

Ay
Egalandu-le cu zero, avem sistemul

4 4
x_yv y—%
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care are solutile (0, 0) si (1, 1). Acestea sunt punctele
stationare ale functiei f. Printre acestea se vor afla punctele de
extrem ale functiei f. Calculam derivatele partiale de ordinul

doi ale lui f:
0 f 3 o*f 0*f N
92— 20 oxdy =% = 2007

Prin urmare, matricea hessiana este

2023 -5
—5  20y° /-

Pentru punctul stationar (0, 0) se obtine

H(o,o>=<(i5 _(5)), Ny =0, Dy=—25<0

deci punctul (0, 0) nu este punct de extrem local.
Pentru punctul stationar (1, 1) se obtine

20 -5
(_5 20), A =20>0, Ay =375>0,

deci (1, 1) este punct de minim local si avem f,;, = f(1,1) =
—3.

Observatia 7.5.2 In cazul unei functii f : D C R — R,
z = f(x1,29,...,2,), n >3, se procedeazd in mod analog.
Punctele ei stationare se afla printre solutiile sistemului

fo, =0, f1,=0, . f3, =0

Daca A(aq,ag, ...,a,) este un punct stationar al functiei f,
atunci pentru precizarea naturii lui se considera matricea Hess

H = (hij)i,j - 17_n7
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"
unde hij = f ..

cu Ay, adica

(A), i,j = 1,n. Notam minorii ei principali

Ak: ,kzl,_n

Cu aceste notatii, conform cu cele cunoscute de la formele
patratice ([1]) avem:

i) dacd A > 0, k = 1,n, atunci punctul A este punct
de minim local pentru functia f, (conditie echivalenta cu

d?f(A) >0 );

it) daca Ny < 0,09 > 0,A3 < 0,...,(=1)"A,, > 0, atunci
punctul A este punct de maxim local pentru functia f
(conditie echivalentd cu d*f(A) < 0);

i11) daca Ny < 0, atunci punctul A nu este punct de extrem
local (conditie echivalentd cu d*f(A) nu este definitd).

Exemplul 7.5.2. O firma produce trei sortimente de pro-
duse, in cantitatile x, y, si z.
Daca functia profitului este data de

3
z,y,2) = 1700+110y+1202—32* —2y* — = 2* -2y —22—Yy2—50,
2

x>0, y>0, z>0,

atunci sa se determine volumele celor trei produse astfel incat
profitul sa fie maxim.

Mai intai aflam punctele stationare ale lui f, prin rezolvarea
sistemului de ecuatii

falc<x7y7z) :170_637_23/—2:0
f;(l'7y,2):120—3z_$_y20
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Solutia acestui sistem este x= 20, y= 10 si z= 30. Asadar,
functia f are un singur punct stationar A(20, 10, 30).

Pentru a stabili natura punctului A calculam derivatele
partiale de ordinul doi ale lui f.

= =6, fs=—4, fh=-3

"o e "o e "o e
fxy_ yz__27 fxz_fzx__17 fyz_fzy__l
si scriem hessiana

-6 -2 -1
H=| -2 —4 -1
-1 -1 -3

Minorii principali ai lui H in punctul A au valorile
—6 -2
-2 —4

Rezulta ca punctul A este un punct de maxim. Valoarea
maxima a profitului este fq. = f(20,10,30) = 4000.

Ar=—-6<0, Ay = =20>0

7.6 Extreme conditionate

Multe probleme practice conduc la aflarea punctelor de ex-
trem supuse unor conditii (legaturi).

Fie f : D C R* - R, z = f(x,y) o functie de doud
variabile si fie F'(x,y) = 0 o ecuatie, unde F' : D — R. Notam
cu A multimea solutilor ecuatiei F(x,y) = 0.

Definitia 7.6.1 Un punct (a;,a9) € A este punct de ex-
trem conditionat (cu legaturi) al functiei f daca exista
o vecinatate 'V a punctului (ai,as) astfel incat pentru orice
(x,y) € A se verifica una din inegalitatile:

flz,y) < flay,az), pentru mazim local conditionat;
flx,y) > f(ay,as), pentru minim local condiionat.
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Geometric, problema punctelor de extrem conditionate cere
sa determinam punctele curbei datd de ecuatia F(z, y)= 0,
in care ia valori extreme, tn comparatie cu celelalte valori ale
sale in punctele de pe aceasta curba.

Acum sa presupunem ca functia F indeplineste conditiile
necesare existentei unei functii implicite. Fie y = ¢(x)
functia implicita definita de F(z,y) = 0. Atunci prob-
lema gasiri punctelor de extrem conditionate ale functiei
f revine la aflarea punctelor de extrem ale functiei
z(x) = f(x,p(x)), pe un anumit interval precizat.

Punctele stationare, printre care se gasesc si posibile
puncte de extrem conditionate sunt solutiile reale ale ecuatiei

da)=fi+fy' =0, (7.9)

unde vy’ este derivata functiei implicite definita de ecuatia
F(z,y) =0

Fl+Fly =0 (7.10)
Solutiile sistemului dat de ecuatiile (7.9) si (7.10) gasim
f/ F/
5B

In concluzie, punctele stationare ale functiei f sunt punctele
ale caror coordonate verifica ecuaiile

fo 1y
= == F(z,y) =0.

F':; Fy, bl )

Pentru rezolvarea acestui sistem notam cu —\ valoarea celor
doua rapoarte gi obtinem sistemul:

FLHNF =0
fl+AF =0 . (7.11)
F(z,y)=0
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La sistemul (7.11) putem ajunge si pe cale formala. Con-
sideram functie auxiliara

L(x,y) = f(z,y) + \F(z,y),

numita functia lui Lagrange, unde A\ este un parametru
auxiliar, numit multiplicatorul lui Lagrange. Cautam
punctele stationare ale functiei L(z,y) cu legatura F(z,y) =
0, obtinand sistemul

L. = fl+AF.=0
L;:f;—l—/\F;:O
F(z,y)=0 |,

adica tocmai sistemul (7.6.3).

Din cele de mai sus deducem ca daca (ai,az, A1) este un
punct stationar conditionat al functiei auxiliare L, atunci
(a1, az) este punct stationar conditionat al functiei date f.

Pentru precizarea naturii punctelor de extrem conditionat
se cerceteaza semnul diferentei f(x,y) — f(ai,a2) in
vecinatatea punctului (aq, as), tinand seama de legatura data.
Aceasta revine la studierea semnului diferentialei a doua a
functiei lui Lagrange, d?L(z,y), tinand cont de dF= 0.

Aceasta metoda de aflare a punctelor de extrem
conditionate se numeste metoda multiplicatorilor lui La-
grange.

Exemplul 7.6.1. Sa se inscrie intr-un cerc un dreptunghi de
arie maxima.

Fie cercul de raza a, a > 0, cu centrul in origine (fig. 7.6.1)
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Fig.7.6.1.

2+ y2 =a’

Notand cu x, y coordonatele unui varf al dreptunghiului,
tinand seama de simetria figurii, aria dreptunghiului inscris
este z = 4xy

Problema propusa se formuleaza astfel: sa se afle extremele
functiei z = 4y, = > 0, y > 0, cu conditia 2% + y? = a?.

Utilizam metoda multiplicatorilor lui Lagrange.

Consideram functia auxiliara

L(z,y) = 4zy + Mz +y* — a*)
si formam sistemul

L, =4y+2\x =0
L%:4x+2)\y20

¢ 4 y? = a?
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Sistemul are solutia

2
A= =2 x:y:M

2
Pentru a preciza natura punctului stationar conditionat

(—“‘2@, —“\2/5) cercetam semnul diferentialei a doua a functiei

auxiliare.
Avem

d*L = L>da® + 2L dedy + L dy* =
= 2\da? + 8dxdy + 2\dy?
si

2 a2
PL (“T %) = —4(dz? — 2dady + dy?)

Diferentiind relatia de legatura avem

2xdx + 2ydy = 0,
de unde dy = —%dm. Pentru z = y = %ﬁ gasim dy= -dx.
Atunci, inlocuind in d?L, gasim

2 a2
L (CLT ‘”{) — _8ds2 <0,

a2 a2

L) ) este un maxim

ceea ce ne arata ca punctul (
conditionat.

Am gasit ca dreptunghiul de arie maxima inscris in cercul
22 4+ y? = a? este patratul de laturd 2z = av/2 gi arie 2z =
2a”.

Sa consideram acum cazul general al aflari extremelor
functiei

f:DCR" =R, z= f(xy,29,....,2,)
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cu m, m < n, conditii de legatura

F1($1, ,I’n)
Fg(xl, ,l'n)

0
0

Fo(z1,...,z,) =0

Metoda directa de aflare a extremelor conditionate consta in a
exprima m argumente in functie de celelalte n- m si a le inlocui
in f. Obtinem o functie de n-m variabile ale carei puncte de
extrem local vor fi puncte de extrem conditionate pentru f.

Metoda multiplicatorilor lui Lagrange consta in consider-
area functiei auxiliare

L(z1, 20, ...,xn) = f(x1, .oy ) + M F1(21, o0, 20)+

+)\2F2(.1'1, ...,.]fn) + ...+ )\mFm<£IT1, ...,.Z'n),

unde parametrii Aj, A, ..., A, se numesc multiplicatorii lui La-
grange.

Apoi, se determina punctele stationare ale functiei L din
conditiile

OL — OL 4 \ 9B 4 ), % =0

G Ju ™ D
- 2L o1 m o
ML A =0

Oz3  Oxa

0L — 0L 4 )28 4 42,2 =

Oz m dz,,

la care se aduna legaturile

F1($1, ,xn) =0

Fo(z1,...,z,) =0

Avem un sistem de n+m ecuatii cu n+m necunoscute:
L1, L9, ey Lyy Ay ey Ty
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Dacd x; = a;, i@ = Lngi \j = X, i = 1,n, este o
solutie a sistemului, atunci punctul A(ay, as, ..., a,) este punct
stationar conditionat pentru functia f.

Pentru precizarea naturii lui A, in diferentiala de ordinul

doi

se introduc legaturile date prin diferentialele legaturilor

dFy(A) =) aFk(A)dxn =0, k=1,m

=1

65177;

Forma patratica d?L(A) astfel obtinutd se aduce la forma
canonica. Daci d>L(A) > 0, atunci punctul A este punct de
minim local conditionat pentru functia f, iar daca d>L(A) < 0,
atunci A este punct de maxim local conditionat pentru functia
f.

Exemplul 7.6.2.Sa se afle punctele de extrem legate pentru
functia

f(*xayaZ) = XY=z, (xvya Z) €eR’

cu legaturile
r+y—z2=3, r—y—z=28.

Metoda directa Din sistemul

y—z2=3—2x
y+z=x-38
2211
5

iz
f gasim functia

gasim y = —g siz=
i

Inlocuind in

52 —11  —10x% + 55z
h(z) = x(—=) 7 = 1 ;

eR
9 T
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Aflam punctele de extrem local pentru functia h. Din A/(x)

0, obtinem z = L. Cum A" = —2 < 0, deducem c& = = 4
este punct de maxim pentru h.
Atunci punctul x = %, y = —g, z = —% este punct de

maxim conditionat pentru f, cu f,,;, = %

Metoda multiplicatorilor lui Lagrange.
Consideram functia Lagrange auxiliara

L(z,y,z) =ayz+ Mz +y—2—3) + Xz —y—2—38)
Determinam punctele stationare ale lui L din ecuatiile
g—gzyz—l—)\l#—)q:()
a—:$2+)\1—>\220
%:my_Al_AQZO

la care se adauga legaturile

r+y—z=3
r—y—2z2=28
Solutia acestui sistem este:
11 D 11 N 11 231
xr = — = —— = —— = — = ——.
YTy R A

Punctul stationar conditionat pentru f este A (14—1, —3, — %)
Pentru a decide natura lui A calculam d>L. Avem
0?L 0?L 0?L
L = ——da’® + ——dy* + —
a2 " * oy? v 8z2+
2 2 2

L
2 2 =
910y dxdy + 920> drdz + B0 dydz

= 2zdxdy + 2ydxrdz + 2xdydz;

5 11)

+2

care in punctul A este:
11 11
d*L(A) = —?dajdy — bdxdz + ?dydz.
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Prin diferentierea celor doua legaturi rezulta relatiile:
dr+dy —dz =0
dr —dy — dz =0,

de unde gasim dz = dx, dy = 0, care substituite in d’L =
—5dz? < 0. Rezultd ca punctul A este punct de maxim
conditionat pentru functia f. Se observa ca am obtinut acelasi
rezultat ca gi la metoda directa.
Exemplul 7.6.3.5a consideram functia de productie data
prin
fla,y) = a7,

x reprezentand capitalul, iar y forta de munca. Ne propunem
sa determinam productia maxima cu restrictia 2z 4 5y = 360

Utilizam metoda multiplicatorilor lui Lagrange

Functia auxiliara a lui Lagrange este

L(z,y) = 2%%y%" + X\(2x + 5y — 360).
Pentru determinarea punctelor stationare conditionate avem
sistemul:

L' =0,2-27%. 40T 42X =0
L;:0,7-x0’2-y_073+5)\:0
2x + 5y = 360

Daca se exprima A din fiecare din primele doua expresii, atunci

se obtine ca y = gx Acum din ecuatia de legatura se obtine

x =40, y = 56. Pentru A gésim valoarea —7-40~%% . 50%7.
Diferentiala de ordinul doi al functiei L este D?L =

= —0,16-2~ "%y Tdz?+2:0, 142~ "%y~ dwdy—0, 212"y~ dy”

Prin diferentierea relatiei de legdtura avem 2dx + 5dy = 0, de
unde dy = —%da:. Inlocuind pe x =40, y = 56 si dy = —%dx
in d?L, obtinem

d*L(40,56) = —(40~"®56"" + 0, 28 - 40756~ %34
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40,21 -40% - 56" 1*)dz? < 0

ceea ce ne arata ca punctul z = 40, y=56 este un punct de
maxim local conditionat. Valoarea maxima pentru f este

fma:c = f(40, 56) = 40012 . 560’7

7.7 Ajustarea unor date

Adesea In urma unor experimente obtinem pentru doua
marimi x si y urmatorul tabel de valori

| X Xy ... T,
Y| Y Y2 ... Yn

Incercim s& exprimam legatura dintre variabilele x gi y printr-
o functie continua y = f(z,aq,...,a,), unde a,as, ..., an
sunt parametrii care urmeaza sa fie determinati asa incat
f(xi, aq,...,a,,) si aproximeze cat mai bine valorile y;,7 = 1, n.
In acest scop se foloseste metoda celor mai mici patrate.
Aceasta constd In a determina parametrii ai,as, ..., a,, asa
incat suma patratelor erorilor comise sa fie minima, adica

n

Z(yi - f(xz, ay, ..., an))2 = man.

=1

Detreminarea valorilor y; = f(x;, a4, ...,a,,) asa incat ele sa
aproximeze cat mai bine valorile y;, ¢ = 1,n, se numeste
ajustare. Functia y — f(z, a4, ..., a,,) e functie de ajustare.
De obicei, forma functiei de ajustare se alege din reprezentarea
graficd a perechilor de puncte (z;,v;), ¢ = 1,n, obtinute ex-
perimental.
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Problema determinarii parametrilor aq,as,...,a,, este o
aplicatie a problemei aflari extremelor functiei de m variabile

n
Z 2
S(alaa27"'7am) - (yi_f(xiuala“vam)) .
i=1
Se constata imediat ca punctele de stationare sunt puncte de
minim, iar ecuatiile care dau aceste puncte numite ecuatii
normale, sunt

. f)

8a1 - _2121( (w17a17 "'7am))% =0
0

8am = -2 Z( (xwah""a’n))aa{n =0

Sa consideram cazul cel mai simplu, in care functia de ajustare
este de gradul intai, adica y = ax + .
Trebuie sa determinam a si b asa incat

n

S(a,b) = z:(yZ — ax; — b)?

=1

sa fie minima. Conditiile de minim

conduc la sistemul hmar
n n n
ay wi+byw = iy
i=1 i=1 i=1
n n
ad ri+bn=>y
i=1 i=1
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cu necunoscutele a si b.
Daca impartim ambele ecuatii cu n si notam

— =1 — =1
T = 7y_ )
n n
n 9 n
> > Ty
5 _ i=1 — =1
s = ) y_ ’
n n

Prin eliminarea lui b, gasim

(22 —7")a =Ty — T 7.
Dac& notdm o2 = 7% — 7%, numitd dispersia lui z, si ¢,, =
Ty—7T 3y, marime numita corelatia variabilelor x si y, atunci
avem

2

_Cay Oy Cay Oy
a=— == Ty
o2 o, 0,00 O,

Raportul r,, = = se numeste coeficient de corelatie a
z0y
variabilelor x,y si masoara intensitatea dependentei liniare
dintre variabilele z si y.

Obervam ca b =7 — aT si avem y = a(n — T) + 7, de unde

o

_ % =
Yy = _rczzy(x - -1')7
x

care este dreapta care ajusteaza cel mai bine datele initiale.
Dreapta gasita este numita dreapta de regresie.
Exemplul 7.7.1. Sa se ajusteze cu o dreapta datele ce
reprezinta numarul de piese produse in cele cinci zile de lucru
dintr-o saptamama, date trecute in tabelul

zilele 12345
numarul de piese | 4 5 7 6 6
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Notam cu y numarul de piese si cu x zilele saptamanii. Avem
n=2=5 x1=1, 20=2, 13 =3, x4 =4, x5 = 5, sl Yy =
4, y2 =9, y3 =T,ys = 6,y5 = 6.

1+2+4+3+4+5 4+54+7+6+6 28

o 5 —y= 5 B
4410421424430 89
v 5 ~ 5
—  1P+2243°+42+5 55
72 = - =— =1

e, == 3.2 _ —1
“y = 5 5 5
| 28 3 41
a=-"2="1b=y—aT=— — - = —
o2 2 5 2 10
. xr 41
iy=—-+—.
BY=57 7

Observatia 7.7.1 Ajustarea datelor se poate folosi si in re-
zolvarea problemelor de prognoza. Avand gasita functia de
ajustare, putem evalua marimea valorii y si in alte puncte.

Astfel, in exemplul 7.7.1 putem prognoza care sa fie numarul
de piese in ziua a sasea.

Avem y = g—i—‘l"—é = 3+4+1i0 =7+ %, de unde rezulta ca
in ziua a sasea atrebui sa se produca 7 piese.

7.8 Interpolarea functiilor

Ca si in cazul ajustarilor, sa presupunem ca pentru marimea
y, care variaza continuu in raport cu marimea x, cunoagtem
tabelul de valori

T | Ty Xy ... Ty
Y1l Yo Y --- Yn

n>1,
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cu z; € [a,b], i =0,n, distincte doud cate doua.

Prin interpolare intelegem pro-
cesul de alegere a unei functii
I : Ja,b] — R, dintr-o anumita clasa de functii, asa incat
I(z;) = yi, i = 0,n se numeste functie de interpolare.

Tinand seama ca cele mai simple i convenabile functii sunt
polinoamele vom alege functie de interpolare un polinom P.
O vom numi in continuare polinom de interpolare.

Avand in vedere cia avem n+ 1 conditii P(z;) = s, i = 0, n,
alegem

P(z) = apz™ + a1z™ t + ... + ap_12 +ay
Cele n+ 1 conditii conduc la sistemul liniar

-1

aol'g + alxg —+ ...+ QAp—1T0 + an = Yo
-1

apr] + a2y 4+ o ap1T1 +an =Y

apT,, + alxz_l + .ot an 1T, +ay =Yy

in necunoscutele ag, ay, ..., a,.
Determinantul sistemului este determinantul Vandermond

R A |
A R U |
V<$07x17 an) - . —
A v x, 1
n n n
= H (w; —x;) #0

0<j<i<n

Rezulta ca sistemul determing coeficientii a;, ¢ = 0, n, ai poli-
nomului P in mod unic.

Pentru polinomului P de interpolare exista mai multe
forme. O forma simpla si usor de aplicat in cazurile prac-
tice a fost data de Lagrange.
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El a introdus polinoamele fundamentale [;, i = 0,7, de
grad n date prin expresiile
(x —xo)(x — 1) (. — 21) (T — Tip1) ... (T — xp) S

li(z) = 1=0,n

(ZL‘Z‘ — CC())(ZL‘Z — 1'1)(1'1 — l’i_l)(sz‘ — xz—l—l)(xz — ZL‘n)7

Se observa imediat ca
0, j#1
i) = 0 :{ 1, j=i

Utilizand polinoamele fundamentale polinomul de interpolare
Lagrange are forma

P() = >ty

Intradevar, avem

n

P(aj) =Y lix)yi = y;, j=0,n

=0

Exemplul 7.8.1. Sa determinam polinomul de interpolare
pentru datele din tabelul

x| 1
vy |3

2 4
2 5

3
4

w

si apoi calculati valoarea lui y pentru z = 5
Avemn=3, xo=1, 11 =2, 20 =3, v3=4, i yo = 3,
y1 =2, y2 =4, y3 =95.
Polinoamele fundamentale sunt:
() = (x —2)(x —3)(z —4) _ (22 — B5x + 6)(z — 4) _
(1-2)(1-3)(1—4) —6

)

1
= —6(:1:3 — 92% + 26z — 24),
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L (x) = (x —1)(z —3)(z — 4) _ (22 — 42 + 3)(z — 4) _
! 2-1)(2-3)2-4) 9

1
= §(x3 — 827 + 192 — 12),

by(x) (x —1)(z —2)(z — 4) _ (22 — 3z +2)(z — 4) _
’ B-1DEB-2)(3-4) 2

1
= —5(1-3 — T2° + 14z — 8),

() (- 1)(z—2)(x—3) _ (22 — 3z + 2)(z — 3) _
’ (4—1)(4—2)(4—3) 6

1
= 6(303 — 62° + 112 — 6)

Atunci polinomul de interpolare are expresia

1 1
P(z) = _6(I3—9$2+26x—24)-3—|—§-(x3—8x2—|—19x—12)-2—

1 1
—§(x3—7:p2—|—14x—8)-4+6(:v3—6x2+11x—6)-5:

2, 11, 27

Acum, avem

Observatia 7.8.1 Daca pentru valorile y in functie de valo-
rile lui x, date la inceputul acestui paragraf, exista o functie
continud y = f(z), cu f(x;) = y;, i = 0,n, atunci polinomul
de interpolare este o aproximare a functiei [ care satisface
conditiile P(x;) = f(x;), i = 0,n.
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7.9 Probleme

1. Utilizand definitia, calculati derivatele partiale de ordinul
intai, In punctele precizate, pentru urmatoarele functii:
a) f(z,y) =2®+ 2y* + zy, in punctul (1, 2);
b) f(
¢) f(z,y) = 2sin(2z + y) + 3y, in punctul (0, 0)
d) f(

2. Calculati derivatele partiale de ordinul intai gi doi
pentru functiile:

r,y,2) = vyz — 23 + y> + xy, in punctul (1, 2, 3)

z,y) = 52% + 3y + 2y%, 1n (1, 1)

a) f(z,y) = 2%+ yb — 522y + 22y? — 2y + 3x + 4y — 6;
b) flz,y) =

c) f(z,y) =xy+

d) f(z,y) = —=

f
f
f
e) f(x,y) =2
£) flz,y) =2y + 45
g) f(z,y) =In(z + Iny);
h) flx,y) =e s
D) fz,y,2) = Va2 + g7 + 2%
i) flzy,2) = 2%
k) fz,y,2) = (zy)*
D) fz,y,2) = e+,
m) fr,y) = 2=
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3. Aratati ca functiile urmatoare verifica ecuatiile indicate
in dreptul fiecareia:

a) U:ln(x2+y ), 8932 + 322,

b) ) 922 y+ 9 7+ Pu 0;
\/m 8&7 ay 922
y?
c) u= %e 452t, a, b constante, 2 = ngZQ,
d) u = a¥y”, x%—i—yg—“:(x—l—y—klnu)'u
e) u=In(e” +e¥), * + gz =1
4. Scrieti ecuatia planului tangent la suprafetele

urmatoare, in punctele indicate:
a) z = xy, In punctul (1, 1, 1)
b) z = 2% + ¢?, in punctul (1, 2, 5)
c) z=axy+2?+y*>+ 2z — 3y — 5, in punctul (1, 2, -2)

5. Functia de productie u = x3y*+xy+ 22+ 3y reprezinta
dependenta productiei bunului u de factorii de productie x si
y. Calculati productiile marginale in punctul (1, 1, 1).

6. Fie 2z = (z+a)y+ )P’ aba,B € Ry con-
stante o functie utilitate pentru marfurile x si y. Precizati
utilitatile marginale pentru marfurile z si y, intr-un ansam-
blu de cumparaturi (z,y).

7. Aratati ca daca ¢ si ¢ sunt functii definite pe R si
admit derivate de ordinul intai si doi continue, atunci functiile
urmatoare verifica ecuatiile indicate in dreptul fiecareia:

a) z=amp (4, xg—;—kyg—z =0;
b) z = zyp(a® —y°), 2y* 5 + 2%y = (2% +y°)2
c) z:xncp(%), xa—i—i-an—Z:nz, neN;
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d) z = oy — az) + @y + az), a constanti, 25 = a2 ;

22 22 22
e) z=1ap(z+y) +yd(r+y), 55 — 255 + 55 =0;
f) 2= £+ o(z,y), 225 —oy% +y* =0,

8. Aratati ca daca z = f(z,y) este o functie omogena de
grad m, atunci:

a) z=a"p (), ¢ functie de o variabild;
b) % si g—; sunt functii omogene de gradul m- 1;

c) xz% + ny% + y2§—y‘22 =m(m —1)z.

9. Pentru functia f(z,y) = x¥ scrieti formula lui Lagrange
in punctul (1, 1).

10. Scrieti polinomul f(x,y) = 2+ xy+y? dupa puterile
luiz—1gy—1.

11. Scrieti formula lui Taylor cu trei termeni, pentru
functia f(z,y) = In(1 + 2 + y), in punctul (0, 0).

12. Fie functia f : R® — R, definitd prin f(x,y,2) =
23 + 2y* — xyz. Calculati derivata functiei f in punctul A(1,
2, 0), dupa directia AB, daca B(3, 1, 2).

13. Pentru functia z = zye*™, (r,y) € R?, calculati
derivata functiei f in punctul A(1, 1), dupa directia AB, data
de B(3, 3).

14. Calculati ¢/, y”, daca y= y(x) este definita implicit de
ecuatia 2% + y? + zy = 3.

15. Calculati ¢ pentru x= 0 gi y= 0, daca y este definita
implicit de ecuatia

(z* 4+ 9°)* = 32%y — °.
16. Fie z= z(x, y) o functie definita implicit de ecuatia
23+ 2° + 2 —3ryz —2y+3=0
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Calcula§1 —.
17. Aﬂatl gﬂj, 82782;, gy; in punctul (-1, 2) daca z= z(x, y)
este definita implicit de ecuatia
22+ 22 +327 4y —2—9=0.
18. Daca z= z(x, y) este definita implicit prin ecuatia

3 _ : 4 / i i :
2% — 3wyz = 1, atunci calculati z;, 2, 275, 2, i 2

19. Calculati diferentiala de ordinul intai si doi pentru
functiile:
a) z = xev;
b

C

d

z = ze¥ + ye”;
U = TY=Z;

f

)
)
)
e) u=uxy+xz+yz;
) u = 2otz
)

g

U = T1X2X3...Tp.

20. Aflati punctele de extrem local pentru urmatoarele
functii:

a) z= (v —1)%+2y;
b) z =2? +ay + y? — 2z — v;
c

)
)
d)
)
)
)

z = 2% + 3ay? — 152 — 12y;
z=(z—1)* = 297
e

f

2 = Tx? —6xy+3y —4x + Ty — 12;

l\z

( —x—y), l’>07 y>07
g) z =o' +yt —2? — 2%
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h) z:xy+‘1—0+%, x>0, y>0;

i) u=a?+y*+ 22+ 2z + 4y — 62;
j)u:zl:—i—%—l—%—l—%, x>0, y>0, 2>0;
k) z = zy?e™™¥, (x,y) € R? x <0;

) z =2+ 32%y + y? — 9z — Ty;

m) z = 22% + 2%y — xy® + v* — br + 2y;

21. O intreprindere produce doua produse. Costul pro-
ducerii acestor doua produse este dat de functia

f(z,y) = 2* +9* — 9y + 200.

Aflati costul minim.

22. Sa se determine punctele de extrem local conditionate
pentru functiile:

a) z = 22 + 92, cu conditia x+ y= 2;
b) z = 2", cu conditia x+ y= 4;

¢) z = x+y, cu conditia 2%9y® = a, «, 3, a constante reale
pozitive;

d) z = 2 +y, cu legatura 22 4+ % = 1;
e) u=x+y+ z, culegaturile xyz= 8, xy= 12z;

)

)
f) u=x— 2y + 2z, culegitura 2% + 3> + 22 = 1;
g) u=x+y+z, culegiturile z—y+z = 2 5i * —y>+2? = 4;
)

h) u = zy +yz, cu legaturile 2 + 9> =2, y+2 =2, x > 0,
y>0, 2>0.
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23. O fabrica produce bunuri de doua tipuri. Sa se max-
imizeze profitul, daca acesta este dat prin functia:

f(z,y) = 80z — 22 — 2y — 3y* + 100y + 30

x i y fiind cantitatiile din cele doua produse supuse legaturii
x+ y= 12.
24. Ajustati linar valorile din tabelul

luna x 123456
vanzariy | 9 10 8 11 10 7 7

unde y reprezinta vanzarile realizate de o firma in primele 6
luni ale anului. Care este valoarea estimata a se obtine in
luna a 8-a a anului?

25. Ajustati datele din tabelul

x| 1 15 2 25 3
y | 150 200 130 160 180

26. Ajustati datele numerice din tabelul

x[01234
vI12438 16

printr-o:
a) parabola de gradul doi
b) exponentiala de forma y = b - a”

27.  Scrieti polinomul de interpolare Lagrange pentru
tabelul de date numerice

x [0 1
y|3 2

2 4
1 5

3
4

28. Ajustati printr-o functie liniara datele din tabelul

x|13 48
y|3 77 18
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Pentru datele din acelasi tabel scrieti polinomul de interpolare
Lagrange.
29. Sa se ajusteze datele numerice

x[1245811
y|3 710495

printr-o functie de forma y = —#= + b.

z2+1
30. Pentru datele numerice
x| 1245

v |3 10 12 15

scrieti polinomul lui Lagrange. Cu rezultatul gasit prognozati
valorile lui y pentru x= 6 si x= 10.
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7.10 Test de verificare a cunostintelor nr. 7

1. Definiti urmatoarele notiuni:

a) Derivata partiald a unei functii de mai multe vari-
abile;

b) Diferentiala unei functii de mai multe variabile;

¢) Punct de extrem local pentru o functie de mai multe
variabile;

d) Integrarea functiilor.

2. a) Gasiti extremele locale ale functiei
fR*—=R, flz,y)=2*+y*+ 3zy.
b) Gasiti extremele locale ale functjie:

fiR? =R, fr,y)=2"+y*
3. Gasiti extremele locale ale functiei
f:AXA—-R, A=(—00,—1]UJl,00), cu
f(z,y) = 2* +y* — 42® + Sxy — 4y* — 5.

4. Gasiti extremele locale ale functiei f : R? —» R, f(z,y) =
%+ 3.

5. O firma produce doua sortimente de bunuri, in cantitatile
x g y. Daca functia profitului este data prin f : [0, 00) X
0,00) = R, f(z,y) = 160x — 32 — 2zy — 2y* + 120y — 18,
sa se determine volumele celor doua bunuri astfel incat
profitul sa fie maxim.

6. Gasiti extremele locale ale functiei f : R? — R, f =
6 — 4x — 3y conditionate de ecuatia x? + 3% = 1.
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10.

. Gasiti extremele locale ale functiei f(z,v,2) = vy +xz+

yz conditionate de ecuatia xyz = 1, in domeniul z > 0,
y>0,2z>0.

. Sa se determine dreptunghiul de arie maxima inscris intr-

o elipsa
22 2
po) +ﬁ —1=0.

. Gasiti punctele de extrem local ale functiei f : R* — R,

f(a:,y,z,t) == xy—l—xz — 3$t+y2 + 22 —|—t2 + 10z + 6y
conditionate de ecuatiile

o1(2,y,2,t) =2+ 2y +32+2t =0 si
oy, 2,t) = —x+y+2z+t=0.

Fie functia de productie f : [0,00) X [0,00) — R cu
f(x,y) = 293-y% unde x este capitalul iar y este forta de
munca. Sa se determine productia maxima cu restrictia
62 + 2y = 384.
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Capitolul 8

Generalizari ale notiunii
de integrala

”Tot ce va servi la ceva, e bun”

(W. Shakespeare)

b

Pana acum s-a considerat ca / f(z)dz reprezinta o inte-

a
grala Riemann, daca sunt indeplinite conditiile: a # —oo si
b # oo; f functie marginita pe [a,b] si f functie reala de o
singura variabila reala.

Daca una din aceste conditii nu este indeplinita, atunci
b
expresia / f(z)dz constituie o extindere a notiunii de inte-
a
grala.

In acest capitol vom preciza sensul acestei notiuni pentru
cateva dintre aceste extinderi.
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8.1 Integrale improprii

In multe situatii practice apar integrale care au intervalul de
integrare de lungime infinita si integrale pentru care functia
de integrat nu este marginita.

Astfel de integrale se numesc improprii sau generalizate.
Daca lungimea intervalului este infinita, adica avem una din
situatiile

I +/Oof(:c)d:c . /bf(a:)da: - 7}@)@ _ /f(a:)da:,

atunci spunem ca avem integrale improprii de speta inai.
Daca functia de integrat este nemarginita pe [a,b], atunci
spunem ca avem integrale improprii de speta a doua.
Daca atat intervalul de integrare este de lungime infinita, cat
si f este nemarginita in acest interval, atunci spunem ca avem
integrale improprii mixte.

Definitia 8.1.1 Fie f : [a,00) — R o functie integrabila pe
b

orice interval [a,b], b € R, b > a. Daca exista blim f(z)dz,

atunci prin definitie

b

/f(x)dx = blim f(z)dz;

a

cand limita este finita spunem ca integrala este convergenta
tar in caz contrar, adica daca limita nu exista sau este in-
finita, spunem ca integrala tmproprie este divergenta.

In mod analog definim

a——00

b
/f(as)da:: lim f(z)dx

336



si
b

/ f(x)dz = lim [ f(z)d.

Imediat se observa ca avem relatiile

b 00

/f(x)dx:/f(—t)dt

—b

si
[~ [ s [
f(x)dx = flx)dx + | f(x)dz, C€E€R,
—00 e C

care ne arata ca este suficient sa studiem cazul intervalului
la, o0].
Exemplul 8.1.1. Sa consideram integrala

oo

/dx- a>0 si AR

A

a

Pentru b > a si A # 1 avem

Limita
li bl—)\ 1=
e
1-A
este finita, fiind egala cu L pentru 1—\ < 0, adica A > 1.
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In cazul A = 1 avem

oo b

d d

' tim [ Y = lim(Inb - Ina) = oo,
€T b—00 x b—oo

integrala fiind divergenta.

o
. ) o [dx o' .
In concluzie, avem ca [ — = N1 pentru A > 1, adica
x p—

a
este convergenta, iar pentru A < 1 integrala improprie este
divergenta.
Exemplul 8.1.2. Fie de calculat integrala improprie

—+00

/ dx
2+ 4
Avem
+o00 b
/ dx . / dx
——— = lim — =
24+ 4 a=—o00 24+ 4

) 1 b a 1 /7 T T
= lim = [ arctg= — arctg= | = = <— — (——)) = —.
a——co ) 2 2 2 \2 2 2

b—oo

Observatia 8.1.1 Putem scrie

o0 k k+1 k+n
/f(:v)d:v:/f(x)dx+ / f(x)dx + ...+ / f(x)dx + ...,
a a k kn—1
keN, k>a.
k+n k
Daca notam u,, = / flz)dz, n=1,2,..., ug = /f(x)dx,
ktn—1 a
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atunci

/f(a;)dx = iun,
& n=0

[e.o]
[e.9]

adica integralei / f(z)dz ii corespunde seria numerica Z U, -
" n=0
Integrala improprie si seria asociata au aceeagi natura.
Aceasta observatie ne permite sa adaptam criteriile de
convergenta de la seriile numerice la integralele improprii de
speta intai.

Teorema 8.1.1 (Criteriul lui Cauchy) Integrala impro-
prie /f(m)dx, este convergenta daca st numai daca pentru

a
orice € > 0 exista M(e) € Ry asa incat pentru orice o, 3 € R,
8 >a> M(e) sa avem

B
/f(x)dx <e.

Demonstratia rezulta imediat din Criteriul lui Cauchy scris

pentru seria numerica E Up,.
n>0

Definitia 8.1.2 Integrala improprie / f(z)dz se numeste

o

absolut convergenta daca integrala improprie / |f(x)|dx

a
este convergenta.
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Teorema 8.1.2 Daca /f(x)dx este absolut convergenta,

atunci ea este convergenta.

Pentru demonstratie se foloseste Teorema 8.1.2 gi inegali-

tatea ) ,
/ f(x)dz| < / £ (2)|dz,

Si criteriile de comparatie de la serii cu termeni pozitivi se
extind imediat la integrale improprii.

Teorema 8.1.3 (primul criteriu de comparatie) Fie f, g
functii definite si integrabile pentru x > a. Daca 0 < f(z) <
g(x) pentru x > a, atunci:

o0

1) dacd/g(a:)da: este convergenta, atunci §z'/f(:z:)dx este

a
convergenta;

o0

2) daca /f(x)dx este divergentd, atunci gi /g(x)dx este

a
divergenta.

Teorema 8.1.4 (Al doilea criteriu de comparatie) Fie

f(x)

functiile f,g : [a,00) — (0,00). daca lim m =k, k €

[e.o]

(0,00), atunci integralele improprii /f(x)d:r; §i /g(:p)dm

a a
su aceeast natura, adica ambele sunt convergente sau ambele
sunt divergente. Daca k = 0, atunci convergenta integralei
oo

/g(m)dm implica convergenta integralei /f(x)dx

a
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Corolarul 8.1.1 Fie f : [a,00) — (0,00), a > 0. Daca
existd lim xf(z) = k, k constantd reald finitd, pentru A > 1,
Tr—00

atunci integrala / f(z)dz este convergenta. Daca A\ < 1 gi

a
k > 0, atunci integrala este divergenta.

Valabilitatea Corolarului rezulta din Teorema 8.1.3 si Ex-

emplul ?77.
o0

Exemplul 8.1.3. Integralele improprii /a:o‘emdx, a > 0,

a
sunt convergente pentru orice « real.

fntr—adevér, pentru z > 0 putem scrie

n n

x x x
C=1l+—+.+=+..>=  nel
1! n! n!
.. n! L n!
De aici, avem 0 <e ¥ < —, adica 0 < z% * < .
In n—oa

Alegand n € N aga incat n—a = A > 1 gi aplicand primul cri-
teriu de comparatie pentru f(z) = %%, g(x) = —, A > 1,
pe baza Exemplului 7?7, obtinem afirmatia din enuntul exem-
plului.

P (z)
@, fiind functii polinomiale cu coeficienti reali, cu gradele m

si respectiv n, @), # 0 pentru x > a, sunt convergente pentru
n—m> 2.

Exemplul 8.1.4. Integralele improprii / dr, P, si

Avem

G Palz) L ama™ ap ™ L 4ag
lim 2" ——% = lim z —
T—00 Qn(x) T—00 anEn + bn_lxn—l + ...+ bO
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Qm—1 Qo

- tot—
= lim g™ Z m _ Zm
T—00 bn—1 bo b,
b, + +o
T T

daca A = n — m. Conform Corolarului 8.1.1, integrala data
este convergenta daca n —m > 2.

In mod analog se studiaza si integralele improprii de speta
a doua.
Definitia 8.1.3 Fie functia f : [a,b) — R, nemdarginita in b,
dar marginita i integrabila pe orice subinterval inchis |a, 3] C

B
[a,b). daca exista lﬁirrbl/f(x)dx, atunci prin definifie

B<b

B—b
B<b

jﬂ@M:hmiﬂ@m.

Daca limita este finita, atunci spunem ca integrala impro-
prie este convergenta iar in caz contrar spunem ca integrala
este divergenta.

Daca f este nemarginita in a atunci

a>a

/bf<m)da:= y;g/bf(x)dx,

iar daca f este nemarginita intr-un punct ¢, a < ¢ < b, atunci

/b F(x)ds = / f(x)dz + /b f(a)da.

Pe baza acestor considerente, ne putem limita numai la

b
cazul /f(x)dm, cu lim |f(x)] = oo.

z<b
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b

dx .
Exemplul 8.1.5. Integrala m este convergenta pen-
-

tru A < 1 i divergenta pentru A > 1.
Avem

cu

lim — S S R 1
pA=1Lb=p (b—a) ! T 1= (b—a)!

pentru A < 1 gi +00 pentru A > 1. Deci A = 1 valoarea
integralei este —In|b— x| |°— oo cand B — b, B < b, deci
este divergenta.

Daca b — a > 1, atunci putem scrie

1
2 b—

b—
dx+/f )dx + f(x)dx—l—...+

briT
+ / flz)dz + ...,
-
b—1 b=t
iar daca punem ug = /f(a:)da: sl u, = / flx)dz, n =

1
b=
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1,2, ..., atunci obtinem

b 00
a/f(x)dx = nzzoun

care exprima integrala improprie de speta a doua printr-o serie
numerica.

Ca gi la integralele improprii de speta intai, putem trans-
forma criteriile de convergenta de la seriile de numere reale in
criterii de convergenta pentru integrale improprii de speta a
doua.

Teorema 8.1.5 (Criteriul lui Cauchy). Integrala impro-

b
prie /f(x)dx, cu lim |f(x)| = 00, este convergentda daca si
z<b

numai dacd pentru orice ¢ > 0 exista un numar M(g) > 0
asa incat pentru orice « i f cub— M(e) < a < 3 < b sa

b
avem /f(a:)d.r <e.

Definitia 8.1.2 si Teoremele 8.1.2 si 8.1.3 se pastreaza fara
modificari si pentru integralele improprii de speta a doua.

Teorema 8.1.6 (Al doilea criteriu de comparatie). Fie

functiile f,g : [a,b) — (0,00). Daca lim@:k, k €

=20 g(x)
b

b
(0,00), atunci integralele improprii /f(a:)dx §i /g(x)da: au
a a
aceeast natura. Daca k = 0, atunci convergenta integralei
b
Improprii /g(frj)dm implica convergenta integralei improprii

a
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/bf(:c)d:c

Corolarul 8.1.2 Fie f : [a,b) — (0,00) cu lirrl}f(x) = 00.
z<b
Dacd lim(b — ) f(z)dx = k, k constantd reald finitd, pentru

z—b

xz<b
b

A < 1, atunci integrala improprie /f(x)dx este convergenta.

Daca N> 1 gi k # 0, atunci mteg;iala este divergenta.
Exemplul 8.1.6. Sa studiem convergenta integralei
/ dx
[
Functia f : [0,1) — (0,00), f(z) = L divine infinita
D

cand x — 1, x < 1, deci avem o integrala improprie de speta
a doua. Cum

/(@) ! !

g < )
Vi—z-Vi4+o+22+23+2t 425" Vi-x

1 1
x € [0,1) s / mdm :/mdx este convergent
(v. Exemplul 2?7, A = 1/6 < 1), deducem ca integrala data
este convergeta.

Exemplul 8.1.7. Sa studiem natura integralei

a/ Vi —ng— o)

Se observa ca functia f :  (a,b) —  (0,00),
1 . A ST
f(z) = devine 400 atat in a cat gi in b.

V(z—a)(b—a)
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Pentru studierea naturii integralei utilizam Corolarul 8.1.2.
Avem

1 1 1
lim(b — ) f(z) = lim(b — )*"2 - =
o o T—a Vb—a

1 :
pentru A = 5 <1lsi

1 1 1
lim(z — a) f(z) = lim(z — a)" 2 - =
i?fi( yi) iZZ( ) vVb—z  Vb—a

1 .. y y
pentru A = 3 < 1, deci integrala data este convergenta.

Observatia 8.1.2 Din consideratiile anterioare, deducem ca
proprietatile principale ale integralei Riemann se pastreaza si
in cazul integralelor improprii convergente. Astfel, de erem-
plu, pentru o integrala improprie de speta intai are loc formula
lui Leibniz - Newton.

Teorema 8.1.7 Fie f : [a,00) — R, integrabila si fie F' o

primitiva a functiei f pe intervalul [a,00). Atunci integrala

improprie /f(x)dx este convergenta daca $1 numai daca ex-

ista Um F(x) siin plus este valabila formula Leibniz - Newton

Tr—00

T— 00

/ F@)dz = F(oo) — F(a) , F(oo) = lim F(x).
b
Demonstratie. Pentru orice b > a avem [ f(z)dx = F(b) —

a
F(a) si prin trecere la limita se obtin afirmatiile din enunt,.
In mod analog se extind schimbarea de variabila gi inte-
grarea prin parti.
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Exemplul 8.1.8. Sa calculam

[e.e]

/ (z — 1)e~"da.

0

/x—l Je fdr = —xe™"| =0.
0

0

Avem

Observatia 8.1.3 In cazul unor integrale improprit diver-
gente se ataseaza o waloare printr-un procedeu datorat lui
Cauchy.

Acesta este aplicabil integralelor improprii de speta intai

de forma
+o0
[ s

si integralelor improprii de speta a doua

/bf(x)dx

in care f devine infinita intr-un punct ¢, a < ¢ < b.

Definitia 8.1.4 Integrala improprie /f(m)dm se numeste

—0oQ
convergenta in sensul valorii principale Cauchy, daca
limita

lim f<>x—vp0/f

a—0o0
exista si este ﬁmta.
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Exemplul 8.1.9. Pentru integrala improprie divergenta
2

— avem
T
-1

2 € 2
d d d
v-p-C 2 lim /_x+/_x =1In2.
Xz i Xz
—1 £

e—0
—1

8.2 Integrale cu parametri

Sa trecem la extinderea notiunii de integrala in cazul functiilor
de mai multe variabile. Daca functia de integrat este de mai
multe variabile si ea este integrata Riemann in raport cu una
din variabile, atunci spunem ca avem o integrala cu para-
mentri. Acestea au forma generala

b
I(Al,)\g,...,)\p):/f(:c,)\l,)\Q,...,)\p)dx,

unde A, Ao, ..., A, sunt parametrii reali cu valori din anumite
multimi de numere. Se observa imediat ca o integrala de acest
fel definiste o functie de p variabile Aj, Ag, ..., Ap.

In legiturd cu astfel de functii se pune problema studierii
proprietatilor de baza (trecerea la limita, continuitatea, deriv-
abilitatea si integrabilitatea) fara a calcula efectiv integrala
care defineste functia.

In continuare, ne vom limita numai la cazul p = 1, adica
la functiile de forma:

I(\) :/f(a:,/\)dx , AeYCR (8.1)

a
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Teorema 8.2.1 (Teorema trecerii la limitd) Fie f
la,b] XY — R o functie de doud variabile, integrabild in raport
cu x pe |a,b] si Ao un punct de acumulare pentru Y. Daca
exista ,\ILH,\lo f(z, N), atunci

/\lgl}ol )\lirf\lo/f x,\)dr = / <1LI£\10 f(z, )\)> dx.

Demonstratie. Fie ¢ > 0 si notam /\lin/\1 flz, X)) = g(N);
—A0

atunci exista 0(e) > 0 astfel ca pentru |A — A\o| < d(¢) sa
avem |f(x, A) — g(N)| < e/(b— a). Atunci putem scrie:

b b

/f(:c,)\)dx—/g()\)dx -

a a

b

:/q(x,A) Ndz) /|fm (\)[Pda < e,

a

ceea ce demonstreaza Teorema 8.2.1.

Observatia 8.2.1 Teorema 8.2.1 ne arata ca intr-o inte-
grala cu parametru putem interventi operatia de integrare cu
operatia de trecere la limita.

Pentru a putea aprofunda studiul proprietatilor functiei
I(\) vom considera Y = [¢, d].

Teorema 8.2.2 Daca functia f : [a,b] X [c,d] — R este
continua in raport cu ansamblul variabilelor pe dreptunghiul
la,b] X [c,d], atunci functia I definita de (8.1) este continud
pe intervalul [c,d].
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Demonstratie Fie )\g un punct din intervalul [, d].
Formam diferenta

b

1) — I(h) = / () — £ ho)lde.

a

Functia de doua variabile f, fiind continua in dreptunghiul
[a,b] X [c,d], este gi uniform continua in acest domeniu.
Atunci, pentru orice ¢ > 0, exista un d(¢) > 0, asa incat

sa avem
€

b—a

[f (@, A) = f(z, X)) <

daca |A — Ao| < d(e).
Acum, putem scrie

1) = 1001 < [ 1) = da)lde < 5 (b-a) ==

daca |\ — Ag| < d(e).
Deci, avem lim I(A) = I()\g), ceea ce ne arata ca functia /

—

este continua in A\g. Cum Ag a fost ales arbitrar din intervalul
[c, d], rezulta ca functia I este continua pe [c, d].

Teorema 8.2.3 (De derivare sub semnul integrala)
Daca f : la,b] x [c,d] — R este continua in dreptunghiul
[a,b] x [c,d] si exista derivata partiala f\ continud in raport
cu ansamblul variabilelor in acelasi dreptunghi, atunci functia

b
I(\) = /f(x, N)dz este derivabild pe [c,d] si are loc formula

I'()\):/f/'\(x,)\)dx.
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Demonstratie Fie Ay un punct fixat din [¢, d]. Din egali-
tatea

TO0)—I() [ f@ ) — fa,h)
A— X / X — Ao dz,

prin trecere la limita sub integrala, avem

b
I(N) —I(\
lim (>\)_—)\§0) = /fﬁ(%)\o)d%

Tr—T0

care ne arata ca functia I este derivabila in \g si are loc for-
mula din enuntul teoremei.

Exemplul 8.2.1. Sa calculam derivata functiei I definita
prin

]()\):/Sln)\xdx, A€ER.
X

0
sin \x

Integrala nu este improprie deoarece 916131[1) = A
Avem
1 1
I'\) = /x COS)\xdz = /cos)\xd:v =
0 ! 0
sinAz|'  sin\
T, A

Observatia 8.2.2 In unele situatic se considera integrale cu
parametru in care si limitele de integrare depind de parametru,
adica avem

)
IN) = [ flz,N)dz, Xe€lcd].
)

a(A
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Daca, pe langa conditiile din Teorema 8.2.3, mai adaugam
faptul ca functiile a si b sunt derivabile in raport cu A pe [c, d],
atunci are loc formula

b(N)
IO) = [ Bl Nds + VOO0 = dO)f (), ).
a(})
Teorema 8.2.4 (de integrare) Dacd functia f : |a,b] X
[c,d] — R este continud in raport cu ansamblul variabilelor

in dreptunghiul [a,b] X [c,d], atunci oricare ar fi intervalul
[a, B] C [¢,d] are loc egalitatea

B

/BI()\)d)\:/ /bf(x,k)dx dx:/b ff(x,A)dx da.

« «

Cu alte cuvinte, in conditiile teoremei se poate integra sub
semnul integralei, sau se poate schimba ordinea de integrare.

Demonstratie Fie z € [¢,d]; vom demonstra egalitatea
mai generala

/Z /bf(x,)\)dx d)\:/b /Zf(x,A)d/\ da.

Facem notatiile

b

go(z):/z /f(x,)\)dx i

a

si



Avem

b
wwwi/ﬂa»m,

b
W@%i/ﬂxﬂw,

oricare ar fi z € [¢,d]. De aici, rezulta ca p(z) — ¢¥(z) = C
- constanta. Cum p(a) — ¥(a) = 0, obtinem C' = 0, ceea ce
ne arata ca ¢(z) = 1(z), oricare ar fi z € [c,d]. Teorema este
demonstrata.
Exemplul 8.2.2. Sa consideram integrala cu parametru

1

mn:/ﬁm

Integram functia I pe intervalul [a,b], 0 < a < b, i avem

b b 1 1 b
/Myw:/ /ﬁm w:/ /ﬁm da
a a 0 0 a
de unde
b A+1 ' T
T T
d)\ = — | d
/)\—1—1 /lnxa o
a 0 0
sau
b 1
/ d\ _/xb—x“dm
A+1 Inz ’
a 0
ceea ce conduce la
1
b — x® b+1
dr =In(A+ 1))’ =1 .
/ nz * n(A+ Dl na—l—l

0
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Se observa ca, utilizand proprietatea de intervertire a or-
dinii de integrare intr-o integrala cu parametru, am reusit sa
calculam o integrala greu de calculat pe alta cale.

De fapt, aceasta este una dintre aplicatiile importante ale
integralelor cu parametrii: calculul unor integrale greu de
evaluat pe alta cale.

Deseori, integrale fara parametru sunt transformate in in-
tegrale cu parametru la care, apoi, se aplica derivarea sau inte-
grarea sub semnul integralei si se obtine o valoare mai generala
pentru integrala data. Prin particularizarea parametrului se
obtine valoarea integralei date.

Exemplul 8.2.3. Sa calculam integrala

1
/ arctgx
J V1 — SE2

Se observa ca integrala nu este improprie deoarece
arctgx
lim

=0 xv/1 — 22

= 1. Consideram integrala mai generala

1
arctg)\x
, A€ 0,00).
o/ V1 — .1:2 | )

Derivam in raport cu parametrul A si avem

1 1

L+ A222 /1 — 22 (1+ A222)v/1 — a2
0

0

Facand schimbarea de variabila x = cost, gasim

INIE]

s
2

Sy dt B
') = /1—1—)\2003215 \/7 \/7 B

0
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T 1

De aici, integrand in raport cu A, gasim
ungmQ+Jﬂ3%+a
Cum I(0) = 0, rezulta C' =0 si
um:ng+¢T?@.
Pentru A = 1 avem

MU:I:gma+¢®

Observatia 8.2.3 In cazul cand integrala ce depinde de un
parametru este improprie, cele expuse in acest paragraf raman
valabile cu conditia ca integralele improprii cu care se lucreaza
sa fie convergente.

Exemplul 8.2.4. Sa consideram integrala

o0

_.sinx
I(a):/e ar dr , «€(0,00).
x
0
Scriem
1 00
_..Sinx _..sinx
IN)= [ e de + [ e dzx.
x x
0 1
. _onSINT o v . ) 9
Cum hnge =1, rezulta ca prima integrala este
—
z>0 x
convergenta.

Deoarece, pentru x > 1 avem

CapST —ax

e

X
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si

0o e}

e *dr = — = —,
a o}

1 1

o0

deducem ca / e

1
I(a) este bine definita.

Aplicand teorema de derivare a integralelor cu parametru,

avem:
o0 o0
/ o Sm Td / ¥sin zdz,
0 0

care este o integrala improprie convergenta. Integrand prin
parti, obtinem

sinx

dx este convergenta. Prin urmare,
x

I'(a) = -1 —-a*I'(a),

de unde
1

1+ a2’

I'(a) = —
din care rezulta
I(a) = —arctga + C.
Pentru determinarea constantei C' calculam

lim I(a) = —— + C,

a—00 2

pe de o parte, si din

e[l

[e 9]

1
xr < /e‘o‘wd:r = —
a

0

sm T

lim I(c) = 0.

a—00
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Avem deci C’—gzo, de unde C' = g Rezulta ca

T
I(a) = 5 arctga. din acest rezultat, prin trecere la limita

cand a — 0, > 0, gasim
o0 .
sin x 7
dr = —.
/ T 2
0

8.3 Integrale euleriene. Functia Gamma.
Functia Beta

In orice activitate existd anumite rezultate care trebuiesc stu-
diate mai aprofundat si chiar retinute. Aceasta situatie se
intalneste si in clasa integralelor cu parametri si improprii.
Exista anumite functii, numite uneori si functii speciale,
definite prin integrale cu parametrii la care apelam deseori in
calculele matematice.

Doua dintre aceste functii speciale sunt functiile Gamma
si Beta, numite sub un generic comun integrale euleriene.

Definitia 8.3.1 Functia T': (0,00) — R definita prin
[(p) = /exafpld:c
0

se numeste functia Gamma sau functia lui Fuler de speta a
doua, iar functia B : (0,00) x (0,00) — R definita prin

1

B(pa) = [ &1~ ) do

0

se numeste functia Beta sau functia lui Euler de speta
intai.
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Teorema 8.3.1 Functiile I' si B sunt bine definite, adica in-
tegralele improprii care le definesc sunt convergente.

Demonstratie Sa aratam ca functia I" este bine definita.
Scriem I' ca suma de doua integrale, anume:

1 oo

[(p) = /e‘mxp_ldx—l—/e_rxp_ldx.

0 1

1
Prima integrala I, = /exxpld:c pentru p > 1 nu este
0

improprie. pentru p € (0,1) avem

lim ze 2P = lim 2P e = 1
x—0 x—0

x>0 z>0

daca A = 1 — p < 1, de unde, conform cu Corolarul 8.1.2,
deducem ca integrala I; este convergenta.

Convergenta integralei I, = / e “xP~ldx rezultd din Ex-
1
emplul ?7.

Din I si I convergente si faptul ca I'(p) = I; + I, rezulta
ca integrala improprie ce defineste functia Gamma este con-
vergenta.

Utilizand acelasi Corolar 8.1.2 se arata imediat ca si functia
B este bine definita.

In continuare, vom prezenta cateva din proprietatile mai
uzuale ale functiilor I" gi B.

Teorema 8.3.2 Pentru functia I' sunt adevarate urmatoarele
afirmatii:

1)T) =1;
2) T'(p+1) = pl(p);
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3)T(n+1)=n! , nelN;

[e.9]

4) T(p) =2 / et

0

5) D(p)l'(1 —p) = sinﬂpﬂ’ p € (0,1) (numita formula com-

plementelor).
1

Demonstratie

[e.e]

1) I'(1) = /e_“”dm =—e ‘77 =1
0
2) Aplicam integrarea prin parti succesiv gi avem

o0

Fp+1) = /e_xa:pdx = —(e"2P)|°+

0
—i—p/e_zxp_ldx = pI'(p).
0

3) Se aplica in mod repetat formula se recurenta de la 2):
Fn+1l)=nl'(n)=n(n—-—DI'nh-1)=..=
=nn—1)..2-1-T(1) =nl

4) Efectuam schimbarea de variabild x = t* si avem

[e.9] o0

I'(p) =2 / e ()P tdt = 2 / e 114,
0 0

ceea ce trebuia demonstrat.

359



5) Demonstratia formulei complementelor este mai compli-
cata si de aceea renuntam la prezentarea ei.

6) Daca luam in formula complementelor p =
avem ) .
ri=)-I'(=|=
ORIOR:
1
de unde I' <§) = /7.

Teorema 8.3.3 Pentru  functia B  sunt  adevarate
urmatoarele relatii:

1 :
—, atunci
2

1) B(p,q) :/ﬂfﬁd@/;
2) B(p,q) :/%d#
L'(p) -T'(g)

3) B(p,q) = ————= (formula de legatura dintre
) Ble.a) = (»+q) ‘
functiile B si I sau formula lui Dirichlet);

4) B(p,q) = B(q,p) (proprietatea de simetrie);

p—1
5) B(p,q) = ———B(p—1,¢);p>1,¢>0;
) B(p,q) P (p—1,9);p q
qg—1
B(p,q) = ———B(p,q—1), p>0, ¢ > 1.
(,q) p— (p,q—1),p>0,¢
Demonstratie

1) Facem schimbarea de variabila x =

si avem
y+

p 070 (%)H <1 y iJr 1>q_1 (y jiryl)2 B
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2)

0o ypfl
B / (1+ y)p+qdy'
0

Utilizand formula de la 1), putem scrie

1 o)
yr!
/ y)Pta +/ (1 _|_y)p+qdy'
0 1

In integrala a doua facem schimbarea de variabila y = 1/t
si obtinem formula de la 2).

oo

In T(p) = / e "xP'dr facem schimbarea de variabild

0
x = ty, t parametru real pozitiv gi obtinem

I(p) = tp/e_tyyp_ldy. (8.2)
0

In acest rezultat inlocuim pe t prin 1 +¢ gi p prin p 4 ¢q
si obtinem

L(p+a) - i —(I4+t)y, p+q—1
g =
0

Multiplicim ambii membri ai formulei precedente cu tP~*
si egalitatea obtinuta o integram in raport cu ¢ de la 0 la

00 gl avem:
L(p+a) / p+q

0

/ P l/e (1+t)y Ak ldy dt —
0 0
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o e}

:/e_yyq_l yp/e_yttp_ldt dy.

0 0

Acum, conform cu 1) si cu (8.2), in care schimbam pe ¢
cu y, obtinem:

L(p+q)- / vy 'T(p
0

/6 Yyt=tdy = T(p) - T(q),

de unde gasim

L'(p)-T(q)
I'(p+q)

adica ceea ce trebuia demonstrat.

B(p,q) =

Y

4) Rezulta imediat din 3).

5) Aceste formule rezulta din formula de legatura de la 3)

si utilizand formula de recurenta pentru I'.

Observatia 8.3.1 Integralele euleriene sunt utile in studiul
multor functii neelementare. De aceea, valorile lor au fost
tabelate.

Calculul multor wntegrale se reduce prin diferite trans-

formari, la evaluarea functiilor B gi I

Exemplul 8.3.1. Sa aratam ca

/erda: = g@ (integrala lui Poisson).

0

362



Facem schimbarea de variabild 22 = ¢ si avem

oo 1 [oe)
/e‘x2d:r = §/e_tt_§dt.
0 0

In integrala din membrul doi se recunoaste expresia functiei

1
I'pentrup—1= —5 adica p = —. Atunci, putem scrie

Putem scrie

o
N
/ 1+

0
care comparata cu exprimarea lui B data de 1) din Teorema

1 5
8.3.3, conduce la p—1= 1 sip+q =2, de unde p = 1 si

5 3
I=B(2°
(71):

de unde, utilizand formula de legatura dintre B si I, obtinem

@) () G)

(0 O

q=-.
Rezulta ca
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1 1 3
=-T'(-|T(=]).
Acum, utilizand formula complementelor avem

;oL 2

4 gin il 4
In general, integralele de forma
I / g >m4 1
= T n m
(1+azr)yp b

0

se calculeaza prin functiile B si I, facand schimbarea de vari-
abila x™ = t.

Exemplul 8.3.3. Sa se reduca la functiile B si I' calculul
integralelor de forma

b

Ln = / (z — a)™(b — z)"dx,

a

m si n numere reale aga alese incat integrala sa fie convergenta.
Facem schimbarea de variabila

v=(1—ta+bt, telo1]

sl avem

1
Inn = (b—a)™mt! / t"(1 —t)"dt =
0
=0b—-—a)™ " Bm+1,n+1)=
F(m+n+2)
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1

1
Exemplul 8.3.4. Sa calculam [ = /1np (E) dx, p € R,

p>—1
Facem schimbarea de variabila x = et si avem

[e. o]

I= /tpetdt =T(p+1).
0

8.4 Integrale duble

La integralele cu parametrii functia de integrat era de mai
multe variabile, insa calculul integralei se aplica numai la una
din variabile, celelalte le consideram parametrii. Ne prop-
unem sa extindem notiunea de integrala pentru functiile de
mai multe variabile aga incat in evaluarea lor sa utilizam toate
variabilele. Astfel de integrale le vom numi multiple. Daca
f:DCR"— Rz = f(xy,...,x,), atunci o integrala m-
multipla o notam prin

// f(xla~--,$n)dﬁt’1dl’2...dxn.
D

Daca n = 2, atunci spunem ca avem o integrala dubla,
iar daca n = 3, atunci spunem ca avem o integrala tripla.

Pentru comoditatea tratarii consideram numai cazul inte-
gralelor duble.

Fie f: D C R> - R, 2z = f(z,y) o functie de doua
variabile. Mai presupunem ca D este un domeniu marginit.

Sa consideram o partitie (descompunere) arbitrara a dome-
niului D in n subdomenii Dy, Ds,...,D, cu D; # &, i = 1,n
siD,ND; =@,i+#j,i,j =1,n O astfel de partitie a lui
D se numegte diviziune a lui D si o notam prin (A,,). Notam
cu a; aria sub domeniului D;, i = 1,n si cu d; diametrul

365



lui D; (cea mai mare dintre distantele dintre doua puncte din
D;), i = 1,n. Numarul [|A,[] = maxd; se numeste norma

i=1n
diviziunii (partitia) A,,.

In fiecare subdomeniu D; al diviziunii (A,) alegem un
punct arbitrar de coordonate (&;,7;), ¢ = 1,n, numite puncte
intermediare.

Cu aceste precizari, introducem suma integrala

U(An> 57 1, f) = Z f(gla nl)az
=1

Evident ca suma o(A,,&,n,t) depinde de diviziunea A,,
de punctele intermediare (&;,7;) si de functia f.

Definitia 8.4.1 Spunem ca functia f este integrabila pe
domeniul D daca oricare ar fi sirul de diviziuni (A,)n>1 cu
sirul normelor (||An||)n>2 tinde la zero si oricare ar fi punctele
intermediare (§;,m;) € D;, i = 1,2, ..., n sirul sumelor integrale
(0(Dn,&,1m, ))n>1 are o limita finita.

Notam aceasta limita prin

// f(z,y)dzdy sau // f(z,y)da.
D D

si o numim integrala duba a functiei f pe domeniul D.
Asadar, putem scrie

/D/ fla,y)dedy = Jim > f (& m)ax.

[[An|[—0 k=1

Ca gi la functiile de o variabila reala se arata ca orice functie
continua pe domeniul D este integrabila.

Si proprietatile integralei duble sunt analoage cu cele ale
integralei Riemann.
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Teorema 8.4.1 (de liniaritate) Dacd f,g: D C R? - R
sunt functit integrabile pe D, atunci oricare ar fi a, 3 € R
functia of + Bg este integrabila pe D si avem

é/ (af(z,y) + Bg(z,y))drdy =

=« // f(z,y)dzdy + 3 // 9(z, y)dzdy.
D D

Aceasta proprietate ne spune ca integrala dubla pe dome-
niul D este o functionala liniara.
Demonstratia teoremei este imediata.

Teorema 8.4.2 (de aditivitate fatd de domeniu) Daca
functia f : D C R? — R este integrabild pe D, iar D =
D1 UDs, Dy N Dy =@, atunci | este integrabila pe Dy si pe
Dy si avem

// f(z,y)dzdy = // [z, y)dzdy + // [z, y)dzdy.
D D, D,

Afirmatia din aceasta teorema se demonstreaza cu ajutorul

definitiei.

Teorema 8.4.3 (de interpretare geometrica) Daca f :
D C R? — (0,00) este integrabild, atunci avem

// f(z,y)dzdy =V (f),
D

unde V(f) este volumul barei cilindrice marginita de dome-
niul D gi suprafata data de z = f(x,y), avand generatoarele
paralele cu axa Oz.
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Pentru cazul particular f = 1, avem

// dy = aria(D).
D

Teorema 8.4.4 (de semn) Dacd f : D C R* — (0,00),

atuncy
// f(z,y)dzdy > 0.
D

Proprietatea din enunt, rezulta imediat din nenegativitatea
sumelor integrale.

Teorema 8.4.5 (de monotonie) Dacd f,g: D C R* - R
sunt integrabile pe D si f < g pe D, atunci

// f(z,y)dzdy < // 9(z, y)dzdy.
D D

Pentru demonstratie se aplica functiei ¢ — f > 0 propri-
etatea de semn.

Teorema 8.4.6 (modulului) Dacd functia f : D C R? - R
este integrabila pe D si atunci |f| este integrabila pe D si avem

// fla, y)drdy| < // (@, y)|dxdy.
D D

Formula din teorema rezulta imediat din inegalitatea

—[fI< f<IfI-

Teorema 8.4.7 (de medie) Daci f,g: D C R* - R sunt

integrabile pe D, m :( ir;fo(as,y), M = sup f(z,y) sig
z,y)e

(z,y)€D
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are semn constant pe D, atunci exista un numar real p €
[m, M| asa incat

// flz y)d(z, y)dedy = p // 9(z,y)dzdy,
D D

numita formula de medie generalizata pentru integrala
dubla.

Demonstratie Consideram g > 0 pe D. Atunci din m <

flz,y) < M rezultd mg(z,y) < f(z,y)g(z,y) < Mg(z,y).
Utilizand proprietatea de monotonie a integralei duble, putem

scrie:

m // g(z,y)dzdy < // f(z.y)g(z,y)dzdy <
D D

(8.3)
<M // 9(z,y)dzdy = 0.
D
Daca // g(x,y)dxdy = 0, atunci
D

// f(z,y)g(x,y)dxdy = 0 si putem alege orice p € [m, M]|
D

ca sa avem formula din Teorema de medie.

Daca / / g(x,y)dzdy # 0, atunci prin Impartire cu acest
D
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numar in (8.3) avem

é / f(z,y)g(z, y)dzdy
m < <M

_ // 9(z, y)dzdy o
D

de unde rezulta ca putem lua

/ / [, y)g(z, y)dzdy
D

N // 9(@,y)dzdy
D

Cazuri particulare
8.4.1 Daca f este continua pe D, atunci exista un punct

(§,m) € D asa incat p = f(&,n).
8.4.2 Daca g =1 pe D, atunci formula de medie ia forma

// f(z,y)dxdy = p aria(D),
D

numita formula de medie pentru integrala dubla.

Calculul integralelor duble se reduce la calculul a doua in-
tegrale definite (Riemann), succesive. pentru inceput sa con-
sideram cazul unui domeniu dreptunghiular.

Teorema 8.4.8 Daca f : [a,b] x [c,d] — R este integrabild pe
dreptunghiul D = [a,b] X [c,d] si daca pentru orice x constant
din intervalul [a,b], functia f este integrabila in raport cu y,
adica exista

d

Fz) = / faydy . o ab)

c
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atunct avem

é/ f(x,y)dxdya/bdxc/df(%wdy

Demonstratie Vom considera diviziunile D, si D,, re-
spectiv pentru intervalele [a, b] si [c, d], definite prin

D,:a=xg<z1<...<2,;, =0
Dy:c=yp<pn<..<y,=d

si avand normele

| D.|| = max(z; — 25-1)
1=i,m

respectiv
1Dyl = max(y; — y;-1).
J: ’n
Cele doua diviziuni D, si D, determina pe D diviziunea D
data de subdreptunghiurile

D;j={(z,y) € D| ;1 <z < x,y-1 <y <y},

i =1,m, j =1,n si avand norma ||D|| dati de ma. Xdi,j, de
]:7

unde d;; este diametrul dreptunghiului D;;.

Se observa imediat ca daca ||D,|| — 0si ||D,|| — 0, atunci
|D|| — 0 si reciproc.

Alegem punctele intermediare (§;,n;) € D;;, & € [vi—1, i),
€ W1y, i =Tm, j=1n

Deoarece f este 1ntegrab11a pe D, iar functia F' exista si
este integrabila pe [a, b], avem succesiv

// f(z,y)dzdy = lim ZZf &, n;)ariaD;; =

1Dl —
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n

= lim YO F(Gm) (@ — wima) (g — i) =

[ Do || 0 &= £
[ Dyll—0 i=1 j=1

= hm €T; — hm . - _
| Dz || —0 i:l( <|Dy| Osz 77] —Yj 1))

m d

B ||Dli]|f|llo ;(x ~ @) / f&ny)dy =

b d
_ / i [ s )y

ceea ce trebuia demonstrat.
Deseori, integrala pe dreptunghiul D = [a,b] X [c,d] se

noteaza prin
b od
//f(w,y)dwdy-

Agadar, formula din enuntul Teoremei ia forma

b d b d
[ [ twdzdy = [ as [ sy

In mod analog, se arata ca avem si formula

/b/df(lny) I/ddy/bf(w,y)dl’-
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Exemplul 8.4.1. Sa calculam

12
B / / dxdy
B (x4+y+1
0 1

Avem
1 2 p 1 2
i for [t o )
(r+y+1)? r+y+1
0 1 0 1

_/ 1+1 e
N c+3 z+2)%T
0

= —In(z + 3)|(1) +In(z + 2)|(1) =

:—1n4—|—ln3—|—ln3—ln2:ln§.

Sa trecem acum la calculul integralelor duble pe un dome-
niu D regulat in raport cu una din axele de coordonate

Definitia 8.4.2 Spunem ca un domeniu D este requlat in ra-
port cu una din axele de coordonate daca orice paralela la
una din azele de coordonate intalneste curba care margineste
domeniul in cel mult doua puncte.

Sa consideram ca domeniul D este regulat in raport cu axa
Oy (fig 8.4.1). Un astfel de domeniu se descrie astfel:

D={(z,y)] a <z <b x) <y <)}
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Fig. 8.4.1

Teorema 8.4.9 Daca functia f este definita si integrabila pe
domeniul D = {(x,y)| a <z < b, p(x) <y <1p(x)} sipentru
fiecare x € [a,b] existd integrala

atunci are loc formula

é/ [z, y)dzdy = /b dx 7)f(x,y)dy.
e o(x)

Demonstratie Folosim Teorema 8.4.8.  Consideram
dreptele paralele cu Oz, y = ¢ si y = d, astfel ca ¢ < p(z) si
d > ¢(x), x € [a,b] (Fig. 8.4.1) gi notam cu A dreptunghiul
[a,b] X [c,d]. Introducem functia auxiliara

| _{ f(ey) sdaci (5,y) € D
gA—)R, g<x7y)_{0 ,daCé(x7y)€A_D

Functia g este integrabila pe dreptunghiul A fiind integra-
bila atat pe D, cat si pe domeniul A — D, unde este nula.

374



Folosind proprietatea de aditivitate a integralei duble fata
de domeniu (Teorema 8.4.2), putem scrie

é/ 9(x,y)dzdy =
// g9(z, y)dzdy + // 9(z, y)dzdy = (8.4)
D A-D

= é/ f(z,y)dzdy,

deoarece // g(x,y)dxdy = 0.
A—-D

Dar, integrala / / g(x,y)dxdy se poate calcula folosind
D

si formula din Teorema 8.4.8. Avem

b d
// (z,y)dzdy = [ [ g(x,y)dzdy =

o(x)
dx / g(z,y)dy+

+ [ glz,y)+ | glz,y)dy | =
o(z) Y(z)
b ¥(z)
= [ [ g6
a o(x)
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deoarece

() d
/ g(z,y)dy =0 si / g(z,y)dy = 0.
c )

Din (8.4) si (8.5) rezulta formula din enuntul Teoremei
8.4.9.

Daca domeniul D este regulat in raport cu axa Oz, adica el
are forma D = {(z,y)|| c <y < d, v(y) <z <Y(y)} atunci
avem formula

// f(z,y)dzdy = ddy w(y)f(x,y)dq;.
) fan |
c v(y)

Exemplul 8.4.2. Sa calculam integrala dubla

I= // 3z —y + 2)dxdy
D

daca D este domeniul marginit de curbele y = z si y = 2.

Examinam domeniul D (Fig. 8.4.2) si observam ca el este
situat intre dreapta y = x si parabola y = 22 si punctele

O(o,0) st A(1,1).

Fig. 8.4.2
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D este regulat in raport cu axa Oy si avem
D={(,y)| 0<2<1, a* <y<a}.

Atunci putem scrie succesiv:

1 T
[:/dm/(&v—y—{—?)dy:
0 22
1 x
y?
= (3xy—5+2y) dr =

[e=]

2

1

2 4
:/<3$2—%+2x—3x3+%—2$2)d1':

0
o 2
x 3 T 31
= — - — + 2z |de = —.
/(2 3:E+2+$>:(:60
0

Observatia 8.4.1 Daca avem de calculat o integrala dubla pe
un domeniu arbitrar, atunci incercam sa gasim o partitie a sa
in domenit requlate st apoi aplicam proprietatea de aditivitate
fata de domeniu.

Ca i in cazul integralelor Riemann, calculul unor integrale
duble se poate face cu o schimbare de variabile.

Se demonstreaza ([16], [22]) ca are loc urmatoarea teorema
de schimbare de variabile:

Teorema 8.4.10 Fie f : D C R? — R o functie integrabild
pe D si fie transformare x = ¢(u,v), y = ¥ (u,v) a domeniu-
lui A C R? in domeniul D. Dacd functiile ¢ si 1 au derivate
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partiale de ordinul intai continue pe domeniul A, iar deter-
minantul functional (jacobianul transformarii)

dp(u,v)  Op(u,v)

g D(z,y) _ ou ov
D(u,0) | 9(u,v) 9(u,v) | ©
ou ov

atunci are loc formula de schimbare de variabile in integrala

dubld
// [z, y)dzdy = // flo(u,v),¥(u,v))|J|dudv.
D A

O schimbare de variabile des utilizata este cea polara:
xr =rcosf , Yy =rsind,

prin care se trece de la coordonatele carteziene (z,y) la cele
polare (7, 0).

Geometric (Fig. 8.4.3), daca avem punctul A(x,y) din
planul xOy, atunci coordonatele polare ale lui A sunt date
de distanta de la origine la A, adica r = /22 + 42, si de

unghiul pe care il face axa Ox cu directia OA, adica tgf = Ly
x

Fig. 8.4.3
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Jacobianul transformarii polare este

Ox Oz
D(z,y) | or 90
D(r,0) dy 0Oy
or o0

cosf) —rsinf

I
=

sinf rcosf

Exemplul 8.4.3. Sa calculam integrala dubla

]

AT

unde D = {(z,y) € R[ 2° +y* < a® a >0, >0, y > 0}.
Se observi ca D este marginit de sfertul de cerc 22 +y? = r?
din primul cadran si de axele Oz i Oy (Fig. 8.4.4).

Fig. 8.4.4

Utilizam coordonatele polare, prin care domeniul D este
transformat in dreptunghiul

A= {(T9)|0<r<a 0<6< g}
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si avem

i rdr T
— _— _ — 1 2 e
O/ 1+T2dr0/d€ 2\/ +7r
0
:g(\/l—i—aQ—l).

Observatia 8.4.2 Prin analogie cu integralele improprii din
functiile de o variabila reald, se pot introduce si integrale duble
(in general, multiple ) improprii.

Observatia 8.4.3 In domeniul economic integralele duble
apar deseort in studiul modelelor matematico - economice des-
crise prin variabile aleatoare bidimensionale.

8.5 Probleme

1. Prin calculul direct, stabiliti natura urmatoarelor inte-
grale improprii;

“+o00

a) /sin:cd:c'
7 dz

2249
0

/ arctga:
1+ 7

0
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f) /x”e‘mdx, n e N;
0

2
Pdr
g) m7
0
1
h)/ dx
) z(1—x)
2
)/ dx
K CEE
0
1
j) /xanxdz;
0
k)]o 2w+l
24+x+1
0
T xdx
| .
>/x4+1
0

2. Precizati natura urmatoarelor integrale improprii:

)/ dx
a .
14 22 4 2107
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e “sinbrdr, a,beR,

e) /e_‘w cosbrdx, a,be R,
0
+

382
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3. Aflati v. p. C pentru integralele:

—+o00

a) / sin xdx;

(@)
N—
|
\wg
K
=aks
K

%
T dx
d .
)/1—x2’
0

e)/ dx
2 —3x+2

0
4. Aflati:
2
a) lir% (3x + 1) cos(ax)dz;

1
1

b) lim Vb + 22 + o2dz.
0

5. Aflati derivatele I'(«) pentru urmatoarele functii:

1
dz
) 1(a>_/x2+a2, a € R;
0
b) I(a) = /cos(x2 +a?)dr, z€R;
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1
x

c) (o) = | ——=dz, a>0.

e 0/ Vi@

6. Calculati integralele cu parametrii:

[e.9]

1 — 2c
a) I(a):/ ¢ dr, o> —1;

xrer

0
b) I(a) = /111(0052 r + o*sin® x)dr, o> 0;
0
1

In(1 — aa?
c) I(a) = %dm, la| < 1.

0

o0

7. Calculati / e dx, a > 0. Plecand de la rezultatul

0
gasit, aratati ca

(0.)
/exx"dx =n!, mneN.

0

dx

x24a’

8. Plecand de la / a > 0, gasiti
0

T dx
/—(a:2+1)”+1 , neN,
0

9. Aratati ca functia I este o functie convexa.

10. Utilizand integralele euleriene, calculati integralele:
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h) /2(1‘ — %2 —2)"da;
i) Z(lf%)"’ n € N;

s
3

j) / sin? x cos? zdu;
0
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k) /xZ"e_Ide, n € N.
0

11. Calculati integralele duble:

2

/ dx ‘
Bz +y+1)*

(22%y — 3zy + 2w — 3y + 1)dzdy;

e Vdxdy;

=3
Ot TS Y~
—— L\H —

d) // rydxdy daca
D
D={(z,y) eR| x>0, y>0, z+y<1}
e) / / xydxrdy, unde D este interiorul triunghiului de
D

varfuri (0,0), (0,1) si (1,1);
f) / / (2x — y)dxdy, unde D este domeniul marginit
D
de curbele y =2 — 2% siy = 20 — 1;

g) / / yInxzdxdy, dacd D este domeniul marginit de
D
curbele zy = 1, y = /x, © = 2;
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12.

13.

14.

15.

16.

h) / / v x? + y?dxdy, daca D este domeniul marginit
D

de cercul 2? + 3* = a2, a > 0;

i) // In(2? +y?)dxdy, daci D este domeniul
D

marginit de cercurile 22 + y? = €? si 2?2 4+ y? = e*;

j) // (z +y)*(x — y)?daxdy, dacid D este domeniul
D

marginit de dreptele r +y=1,xr—y=1,x+y =3
stz —y=—1.

Calculati aria domeniului D limitat de curbele zy = 1,
ry =2,y=xsly=3x.

Calculati aria domeniului plan D limitat la curbele z =
4y —y? six+y=6.

Calculati aria domeniului plan limitat de curbele y =
2 —xsiy? =4dr+4.

Calculati volumul corpului limitat de suprafetele y = 1+

2%, 2 =3x,y =5 si z = 0 si situat in primul octant.

Calculati volumul corpului limitat de suprafetele z = 0,
2=y, 22 +y? = 4.
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8.6 Test de verificare a cunostintelor nr. 8
1. Definiti urmatoarele notiuni:

a) Integrala improprie de prima speta;
b) Functiile Beta si Gamma ale lui Euler;

c¢) Integrala dubla.

1
e . ) / dx
2. a) Studiati convergenta integralei [ ———,
r-In“zx
0

e}

dz
b) Studiati convergenta integralei /

1+ 24
1

dx

1

¢) Studiati convergenta integralei I = / e

) t genta integ i
0

d) Studiati convergenta integralei

m .
I:/|Slix|dx, w>1.
X
1

1 — g0
3. Sa se calculeze integrala I(a) = /—edm care de-
T-er
0
pinde de parametrul real a > —1.

4. Calculati integrala

[NIE]

1 1 i
I(b):/ In —i—bsma:dx cubeR.

sinx 1—bsinzx
0
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5. a) Calculati integrala:

I(b) =

In(cos® z + b*sin® z)dx

o —
vl

care depinde de parametrul real 0 < b < oo.

b) Calculati I(y, k) :/

0

1 —cosyx
ST OYT ke gy cn y > 0,
x

k> 0.
6. Calculati cu ajutorul integralelor euleriene:

1
a) I:/\/x—x%l:v;

e 1
€T 4

/ 1+ )2
0
g
/ 1+ z4)?

0
7. Calculati:

dxd
= / / -y , unde D este dreptunghiul [3, 4] x
D

:z:—i—y
1
0

ydxdy
(1422 +42)2

Y

O\H
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1

0
c) I = //x edzdy.
0 <1

8. a) Calculati [ = // (2% + y)dzdy unde D este dome-
D
niul marginit de parabolele y = 22 si y? = z.
2
b) Calculati [ = / / x—dedy unde D este marginit de
D Y

dreptele x = 2, y = x si hiperbola zy = 1.

9. Calculati I = / / xydzxdy, unde D este sfertul de cerc
D

2% + y? < R? situat in primul cadran.

2 .
10. Calculati I = / / Mdmdy, unde D este dome-
D Y

niul marginit de parabolele 22 = y, 22 = 2y, y* = gaz,

y? = ma.
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Capitolul 9
Indicatii si raspunsuri

Testul nr. 1

3. Se impune |an+p — a,| < € si se gaseste n. astfel incat
(a,) sa fie gir Cauchy.

1
p+1

4. z, —wa+1-

1
5 up, — (0,In2, — ).
(002 55)

1
6. w — (1,@ g)'

7. Uy — (1,?,6).

8. Se foloseste faptul ca suma primilor n termeni ai

unei progresii aritmetice ay, ay, ..., @y, ... cu ratia r este
n[2a; + (n — 1)r]
Sy = 5 :

— 1
9. Pentru a < 1 avem lim a,, = — si lim a,, = a.
a
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Pentrua>1avemman:a§ili_man:—.
a

Pentru ¢ = 1 avem lim a,, = lim a,, = lim a, = 1.

n—o0o

. . sinx + 1 .
10. Se scrie ecuatia sub forma z=———.  Notam

10
i 1 1
f(x) = % Se arata ca |f'(z)] < 0 < 1 deci f

este o contractie. Apoi folosind principiul contractiei se
1
sin — + 1
10

gaseste solutia aproximativa cautata x* = 10

Testul nr. 2

1.
4.

S
S

AN

a) Serie divergenta,;

b) Serie divergenta pentru a > e, respectiv convergenta
pentru a < e;

c¢) Serie convergenta.
6. a) Pentru a < 1 seria converge. Pentru a > 1 seria
diverge;
b) Serie convergenta;
¢) Serie convergents;

d) Serie convergenta.
7. Pentru A > 1 seria converge. Pentru A < 1 seria diverge.

8. a) Pentru a < —2 seria diverge. Pentru a > —2 seria
converge;
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b) Se compara cu seria E —care converge, deci si se-
n>1 n3
ria data converge.

c¢) La (i) seria diverge iar la (ii) seria converge.

9. a) Serie semiconvergenta,

) L

)

b) Serie absolut convergenta, deci gi convergenta.

10. a) Serie absolut convergenta, deci gi convergenta,
)

b) Serie convergenta.

Testul nr. 3

2. Se foloseste definitia cu siruri.
3. L=2.
L ™
4. a) f continua pe (0, 5],
b) Se foloseste consecinta lui Darboux: Daca
[ la,b] — [a, 0]
continua pe [a, b] si f(a)- f(b) < 0 atunci (I)c € [a, ]
astfel incat f(c) = c.
1 11
5. b) Se considera girurile (—, é) si (—, —).
n'n n'n
1 1 1 2
6. Se considera sirurile (—2, —) si (—2,—>.
n%' n n®'n
7.

a) lin% lir% flz,y) =1 si lir% 1im0 f(z,y) = —1, deci nu
rT—UYy— y—0z—
exista limita globala in (0,0).
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b) Avem hH(l] hH(l) f(r,y)=0 dar nu exista
y—0z—

lim lim f(z,y). Avem limita globala

z—0 y—0
lim x,y) =0.
(w;)—>(0»(3)f< v)
8. a) L=2;
b) L =2.

9. f este uniform continua pe (1,00). Se foloseste identi-

tatea: arctg a — arctg § = arctg $i inegalitatea

l+a
arctg x < .

10. f este uniform continua pe (1,2) x (1,2).

Test nr. 4

3. a) festederivabila pe R\{—2, 1}, iar (—2,0) este punct
de inflexiune si (1, 0) este punct de intoarcere.
b) f este derivabila in = 0, iar (0,0) este punct un-
ghiular.
4. Se considera functia g : [1,€*] — R,
(2) alnz a;ln’x a, In" g
x) = B
g 1 2 n+1

si se aplica teorema lui Rolle.
5. b) Se calculeaza ¢'(z) si se foloseste punctul (a).

6. Se aplica teorema lui Cauchy functiilor f, ¢ : [0,2] — R,
cux >0, f(t)=(1+1¢)In(l + 1), g(t) = arctg (¢).
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7. a) (—1,0)si (1,0) sunt puncte de minim local, iar (0, 1)
este punct de maxim local;

b) f™(z) = sin <x + ng), (V)n e N.
c) h®(z) = (6-C3, — 327 - Cyy) - cosw + (2* — 62 - C2) - sin .

8. Se aplica formula lui Mac Laurin si se obtine:

2 .3 2+
In(1 =r——+4+—4..+(-1)"-
n(l+z)=2x 5 T3t +(=1) T
xn+2 1
—1)"tt. : 6 € (0,1).
=) n+2 (14 0x)"+? cud e (0,1)
9. Se aplica formula lui Taylor cu zyp = —1 i se obtine:
1 r+1 (x+1)? r+1)"
e =—--11+ +( ) +...—|—u+
e 1! 2! n!
(z+ 1" o1+ 1)
(n+ 1)! '

10. Se impune ca restul formulei lui Mac Laurin sa aiba va-

1
loarea absoluta mai mica sau egala cu 6 si se obtine
n > 2.

Testul nr. 5

2
21ﬁ/j@mx:%+2m2—L
0

3. a) Se considera functia

Y

f:]0,e] = R, f(37):1n(1+x)_1+x
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se arata ca este crescatoare si apoi se foloseste:
Daca f este integrabild pe [a,b] si f > 0 atunci

/bf(x)dx > 0.

b) Se considera functia

1
r)=_——"—
1+tgx

si se foloseste teorema de medie: Daca f este con-
tinua pe [a,b] atunci ()¢ € (a,b) astfel incat

/ f(@)dz = f(€) - (b a).

, x? ,xel0, o
a) f se scrie f(x) = { Cng ZL‘EEOz 1]] cuae(0,1)
astfel incat a? +1Ina = 0 si se arata ci este continua.
1
2 3
Apoi /f(x)da: =l—-a-— %;
0

32
b) Se foloseste substitutia x = —t si se obtine I = =
1+4sinz

c¢) lim , dx = +00;
o0 ) sin (14 cosx)

1 1 1
d) 1255—1—51112 §1A2%7T—87Tln2—%ln22.

1

a) A= /[x arctg x — In(1 + 2?))dz = g —In2— %;
0
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) gy 25V

2
si /max{l, In(1 + 2?)}dz = 2In5 — 4+
0

+2arctg 2 + 2v/e — 1 — 2arctg (ve — 1);

2 T 1
=2 47 o
) 2t o™

Apoi folosind faptul c& functia f(z) = ztg? z este
continua pe [O,Z] si verifica f(z) < z se obtine
8In2 > (4 —m).

d) Din ipoteza se deduce (f(z) —a)(f(x) —b) <0, iar
de aici se deduce imediat rezultatul dorit.

1

2
1
a) hman:/ ’ dr = - In2;

n—oo 1 -+ $3 3

1
b hman:/ dr =2 — /2.
) n—00 ) (1+x)V1+z
Cp
a) I = arctg 62 C;

b) I = arcsin x — V1 — 22 + C;
1

c) I = —arctg (étg x) +C.
ab a

a) [:—gln

2 + 3 1
b) I = x; Vit —w - o2 — 14
+2va? —x+ 1| +C;
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3
c) I=2¢ (x%—1> +C;
1+Vz2+2x+2
In +

x+1

d) I =—

9. 1= \/§-arctg \/5

C.

10. A= lim [ f(x)dz = 4a’r.

Test nr. 6

2.

) (fn) converge punctual dar nu i uniform la functia

f0.1] =R, f(x)z{(l) jﬁ;l(),l) :

a
b) (f.) converge uniform catre
f:[0,00) =R, f(x)=0.

3. a) (f,) converge uniform catre functia f : R — R,
f(z) =0.
(f!) converge simplu dar nu i uniform catre functia

: _J O ,x#0

gR_)Rag(I)_{l ,IZO’

b) (f.) converge simplu la f:[0,1] — R, f(z) =0.

4. Seria este simplu convergenta dar nu si uniform pe R si

O M e B L WO RS I

5. a) (—00,0) U (goo)
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b) Se arata ca seria modulelor este convergenta pe R.

6. Domeniul de convergenta este (—1, 1) iar suma seriei este
1
(1—=)*
7. Multimea de convergenta este [—1, 1] iar suma seriei este
1 —2)In(l -
UZohl=D 2 e (o)
f@) =1 =0
1 ,r=1.
X :Un
8. e = Z ok pentru (V)z € R.
n>0
' o - r2n—1
9. sinx = Z;(—l) . m, (V)SU € R.
10. S L —
e -(a) ()]
Test nr. 7
2. a) (—1,—1) este punct de maxim cu f(—1,—1) = 1.
b) (0,0) este punct de minim.
3. (2,—2) este punct de minim cu f(2,-2) = —37; (-2,2)
este punct de minim cu f(—2,2) = —37.
4. Nu are nici un punct de extrem local.
5. & =20, y = 20 cu profilul f(20,20) = 2782.
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4 3 4 3
6. (5, 5) punct de minim conditionat cu f (5, 5) =1,
. 4 . .
iar (_5’ _5) punct de maxim conditionat cu
4
S
5 b
7. (1,1,1) este punct de minim conditionat cu f(1,1,1) =
3.
8. Pent ¢ b s obtine dreptunghiul de ari
. Pentru x = — si y = —= se obtine dreptunghiul de arie
/2 31y V32 ptung
maxima (A max = 2ab).
5 3 . "
9. —1,—5,3, —5 este punct de minim conditionat cu

5 3 25
f( ) 2737 2) 2

10. (24,120) este punct de maxim conditionat iar productia
maxima este 24%3 . 1205,

Test nr. 8

2. a) integrala este convergenta.

1
b) Din lim 2% - —— =1 pentruw = 4 > 1 se deduce
T—00 1 -+ ;C4
convergenta integralei.

1 w = % <1 ,
¢) Din lim (1 —2)* - 275 se de-

<1 3" 1 - I4

duce convergenta integralei.
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| sin z|

d) Folosind

oo
1 . [dx
— 51 | — converge pentru w > 1
fikd v ik
1

se deduce convergenta integralei.
3. I(a) =In(a+1).
4. 1(b) = 7 - arcsin (b).

5. a) I(b) =rln (HTl)
b) I(y.k) = 5 In (1+7yr—2)

6. a) 1:5(;,;) :g.
13 )28
() -
ni-(3i) -

dx 25

) (1422 +47)3 1+V3
1 [ vz
8 a)I:/ /(a:2+y)dy dmz%.
0 \s2



2 T

22 9

1 \1
9. Folosind coordonatele polare se obtine:

2

R i
I://pgcosﬁsine'dde:?.
00

2w
1 2
10.125//u-sin(uv)~dudv:—3—ﬁundexzzu-ycu
13
, 7r
1§u§2§1y2:vxcu§§v§7r.
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